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求解无约束优化问题的两个谱共轭梯度法的全局收敛性*

林 穗 华

(广西民族师范学院 数学与计算机科学系,广西 崇左532200)

摘要:谱共轭梯度法含有两个方向调控参数,是一种结合共轭梯度法和谱梯度法的无约束优化方法。本文建立新的共轭

参数和谱参数,提出无约束优化问题的两个谱共轭梯度法,这两个新方法在精确线搜索下等价于FR共轭梯度法。然后,

证明了算法1在 Wolfe线搜索下和算法2在Armijo线搜索下的全局收敛性,并给出了算法的数值实验结果,验证了算法

的有效性。
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考虑无约束优化问题

min{f(x)|x∈Rn}, (1)
其中f:Rn→R为连续可微目标函数,其梯度函数记为g:Rn→Rn。共轭梯度法具有算法结构简单、计算存储空间

需求少等优点,是求解大规模无约束优化问题(1)的有效方法之一,其迭代格式为

xk+1=xk+αkdk, (2)

dk=
-gk,k=1,

-gk+βkdk-1,k>1{ 。
(3)

其中αk 为由线搜索确定的步长,dk 为搜索方向,βk 为共轭参数。

1964年Fletcher和Reeves提出首个非线性共轭梯度法—FR方法[1]以来,著名的PRP方法、HS方法、DY
方法、LS方法、CD方法等共轭梯度法相继被推出并受到广泛的研究[2],它们相应的参数βk 公式为

βPRPk = gT
kyk-1

‖gk-1‖2
,βHSk =

gT
kyk-1

dT
k-1yk-1

,βLSk =
gT

kyk-1

-gT
k-1dk-1

,

βFRk =
‖gk‖2

‖gk-1‖2
,βDYk =

‖gk‖2

dT
k-1yk-1

,βCDk =
‖gk‖2

-gT
k-1dk-1

,

这里yk-1=gk-gk-1,‖·‖为欧氏范数。其中,FR方法、DY方法和CD方法具有良好的收敛性质,而PRP方

法、HS方法和LS方法则数值性能优良。为寻求兼具良好收敛性与数值表现的算法,不少研究者还在上述6个

经典参数公式的基础上,对βk 进行改进而推出各种不同效果的算法。如文献[3]结合βFRk 和βPRP
k 推出βWYL

k 公式,
文献[4]结合βDYk 和βHS

k 推出βWHT
k 公式,文献[5]则讨论了新的参数类型βnewk 公式,分别如下

βWYL
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gT
k gk-
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‖gk-1‖gk

æ

è
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dT
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,βnewk =
gT

k(gk-dk-1)
dT

k-1yk-1
。

2001年Birgin和 Martinez结合谱梯度法[6-8]与共轭梯度法提出了一种谱共轭梯度法[9],其方向迭代格式由

(3)式推广为

dk=
-gk,k=1,

-θkgk+βkdk-1,k>1{ 。
(4)
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其中θk 为谱参数。虽然Birgin-Martinez谱共轭梯度法的搜索方向dk 不能满足下降条件gT
kdk<0,算法的收敛

性不佳,但谱共轭梯度法迭代格式(4)式含有2个方向调控参数,为研究具备下降性的谱共轭梯度法提供了新的

思路。文献[10-15]等通过构造适当的共轭参数和谱参数,给出了收敛性和数值结果良好的谱共轭梯度法,其中

文献[12]讨论了取如下参数的谱共轭梯度法

βMLS
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,

其中rk 为向量gk 与gk-1的夹角。
受上述文献的启发,考虑如下参数的2个谱共轭梯度法

βk=
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gT
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cos2rk, (5)

其中rk 为向量gk 与dk-1的夹角。显然在精确线搜索下有gT
kdk-1=0,从而βk=βFRk ,θ

(1)
k =θ(2)k =1,即若采用精确

搜索,则(2)、(4)、(5)式对应的谱共轭梯度法等价于FR共轭梯度法。以下分别结合 Wolfe线搜索和标准Armi-
jo线搜索建立新的谱共轭梯度法算法,并分析算法的收敛性质。

1两个谱共轭梯度算法及其下降性

算法1 步骤1,给定初值x1∈Rn,δ∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,σ∈(δ,1),ε≥0,d1:=-g1,k:=1。若‖gk‖≤ε,停止。

步骤2,计算满足以下 Wolfe线搜索准则的步长αk

f(xk+αkdk)-fk≤δαkgT
kdk, (6)

g(xk+αkdk)Tdk≥σgT
kdk。 (7)

步骤3,计算xk+1=xk+αkdk。若‖gk+1‖≤ε,停止。
步骤4,由(5)式计算参数βk+1及θk+1=θ(1)k+1,由(4)式计算dk+1。
步骤5,k:=k+1,转入步骤2。
算法2 步骤1,给定初值x1∈Rn,ρ∈(0,1),δ∈(0,1),ε≥0,d1:=-g1,k:=1。若‖gk‖≤ε,停止。
步骤2,计算满足标准Armijo线搜索准则(6)式和(8)式的步长αk

αk=max{ρj,j=0,1,2,…}。 (8)
步骤3,计算xk+1=xk+αkdk。若‖gk+1‖≤ε,停止。
步骤4,由(5)式计算参数βk+1及θk+1=θ(2)k+1,由(4)式计算dk+1。
步骤5,k:=k+1,转入步骤2。
以下均假设‖gk‖≠0,否则算法已找到稳定点而停止。下面引理1说明算法1产生的搜索方向dk 满足下

降性。
引理1 设{gk,dk,βk}为算法1生成的序列,则

gT
kdk<0,0≤βk+1≤

gT
k+1dk+1

gT
kdk

,∀k≥1。 (9)

证明 当k=1时,d1=-g1,则有gT
1d1=-‖g1‖2<0。

对k≥1,假设gT
kdk<0,由(7)式易得dT

kyk≥(σ-1)gT
kdk>0。下证gT

k+1dk+1<0。

‖gk+1‖2

‖gk‖2
≥βk+1=

‖gk+1‖2

‖gk‖2
1-

(gT
k+1dk)2

‖gk+1‖2‖dk‖
é

ë
êê

ù

û
úú2 =
‖gk+1‖2

‖gk‖2
(1-cos2rk+1)≥0。 (10)

由(4)式知dk+1=-θk+1gk+1+βk+1dk,两端与gk+1作内积。若βk+1>0,则可得

gT
k+1dk+1=

‖gk+1‖2

‖gk‖2
(-dT

kyk)+βk+1gT
k+1dk≤βk+1(-dT

kyk+gT
k+1dk)=βk+1gT

kdk<0。 (11)

若βk+1=0,则结合dTkyk>0可得gTk+1dk+1=-
dTkyk

‖gk‖2
‖gk+1‖2<0。从而,由数学归纳法知,∀k≥1,gTkdk<0

成立。
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再由(10)、(11)式可得0≤βk+1≤
gT

k+1dk+1

gT
kdk

。 证毕

下面引理2说明算法2产生的搜索方向dk 满足充分下降性。
引理2 设{gk,dk,βk}为算法2生成的序列,则

gT
kdk=-‖gk‖2<0,∀k≥1。 (12)

证明 若k=1,则d1=-g1,有gT
1d1=-‖g1‖2<0。假设gT

kdk=-‖gk‖2<0,则由(4)式可得

gT
k+1dk+1=-θ(2)k+1‖gk+1‖2+βk+1gT

k+1dk=

-
(dT

kyk-gT
k+1dkcos2rk+1)
‖gk‖2

‖gk+1‖2+
‖gk+1‖2(1-cos2rk+1)

‖gk‖2 gT
k+1dk=

‖gk+1‖2

‖gk‖2 gT
kdk=-‖gk+1‖2<0。

由数学归纳法知引理2成立。 证毕

2算法的全局收敛结果

为了证明算法1和算法2的全局收敛性,要求目标函数f(x)满足如下假设H
i)f(x)在水平集Ω={x∈Rn|f(x)≤f(x1)}上有下界。
ii)f(x)的梯度函数g(x)在Ω 上Lipschitz连续,即∃L>0,使‖g(y)-g(x)‖≤L‖y-x‖,∀x,y∈Ω。
引理3 若假设H成立,{gk,dk}为算法1生成的序列,则

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2 <+∞。 (13)

证明 由(7)式及假设条件 H 中的ii),可得Lαk‖dk‖2≥dT
k(gk+1-gk)≥(σ-1)gT

kdk,从而可得αk≥
(σ-1)
L

gT
kdk

‖dk‖2
。

由(6)、(9)式和假设条件H中的i),可知{fk}为单调递减的收敛数列,再结合上式可得

fk-fk+1≥-δαkgT
kdk≥δ

(1-σ)
L

(gT
kdk)2

‖dk‖2
。

对上式两端分别求和,并利用{fk}的收敛性,可知(13)式成立。 证毕

引理4 若假设H成立,{gk,dk}为算法2生成的序列,则

∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2 <+∞。 (14)

证明 由Armijo线搜索准则可知,ρ-1αk 不满足步长条件(6)式,即

f(xk+ρ-1αkdk)-fk>δρ-1αkgT
kdk。 (15)

由微分中值定理,Cauchy-Schwartz不等式及假设条件H中的ii)知,∃tk∈(0,1),使

f(xk+ρ-1αkdk)-fk=ρ-1αk[g(xk+tkρ-1αkdk)-gk]Tdk+ρ-1αkgT
kdk≤ρ-2α2kL‖dk‖2+ρ-1αkgT

kdk。(16)
结合(12)、(15)和(16)式,可得

αk≥
(1-δ)ρ

L
‖gk‖2

‖dk‖2
。 (17)

由(12)式可得‖gk‖2=|gT
kdk|≤‖gk‖·‖dk‖,从而‖gk‖

‖dk‖≤1
。又由(8)式知0<αk≤1,结合(17)式,

可知对∀k≥1,有

αk≥min1,
(1-δ)ρ{ }L

‖gk‖2

‖dk‖2
。 (18)

类似引理3的证明过程,利用(12)和(18)式易得(14)式成立。 证毕

定理1 若假设H成立,{gk}为算法1生成的序列,则liminf
k→∞

‖gk‖=0。

证明 若定理不成立,则存在常数r>0,使任意k≥1有

‖gk‖≥r。 (19)
由(4)式移项得dk+θkgk=βkdk-1,两端取模平方并利用(9)式,可得

‖dk‖2=β2k‖dk-1‖2-2θkgT
kdk-θ2k‖gk‖2≤

(gT
kdk)2

(gT
k-1dk-1)2

‖dk-1‖2-2θkgT
kdk-θ2k‖gk‖2。 (20)

(20)式两端同时除以(gT
kdk)2,可得
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+ 1
‖gk‖2

。

由上式递推,并利用d1=-g1 和(19)式,可得 ‖dk‖2
(gT

kdk)2≤
‖d1‖2
(gT
1d1)2+∑

k

i=2

1
‖gi‖2=∑

k

i=1

1
‖gi‖2≤

k
r2
,从而

可得
(gT

kdk)2

‖dk‖2
≥r

2

k
。

上式两端分别求和,可得∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2 ≥
r2∑

k≥1

1
k =+∞,这与引理3矛盾,所以定理成立。 证毕

定理2 若假设H成立,{gk}为算法2生成的序列,则liminf
k→∞

‖gk‖=0。

证明 由(5)和(12)式,可得0≤βk≤
‖gk‖2

‖gk-1‖2
,结合(4)式得到

‖dk‖2=β2k‖dk-1‖2-2θkgT
kdk-θ2k‖gk‖2≤

‖gk‖4

‖gk-1‖4
‖dk-1‖2+(2θk-θ2k)‖gk‖2。

上式两端同时除以‖gk‖4,可得

‖dk‖2

‖gk‖4
≤‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
-
(θk-1)2

‖gk-1‖2
+ 1
‖gk‖2

≤‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+ 1
‖gk‖2

。

上式递推,并利用d1=-g1,可得

‖dk‖2

‖gk‖4 ≤
‖d1‖2
‖g1‖4+∑

k

i=2

1
‖gi‖2=∑

k

i=1

1
‖gi‖2

。

类似定理1,利用反证法易得定理成立。 证毕

3数值实验

本节对将FR方法分别与算法1、算法2进行对比数值实验,测试函数源于文献[16],运行环境为PC2.80
GHzCPU,1GRAM,Matlab6.5+WindowsXP操作系统。Wolfe线搜索下的计算参数为δ=0.01,σ=0.1,
ε=10-5,终止条件为‖gk‖≤ε,或迭代次数超过999;Armijo线搜索下的计算参数为δ=0.001,ρ=0.8,ε=
10-5,终止条件为‖gk‖≤ε,或迭代次数超过10000。表1中,FR方法采用 Wolfe线搜索,NI/NF/NG分别代

表算法迭代次数、目标函数迭代次数、梯度迭代次数。表2中,FR方法采用Armijo线搜索,NI/NF/time分别

代表算法迭代次数、目标函数迭代次数、CPU时间(单位:s)。

表1 算法1与FR方法的数值结果比较

Tab.1 Thenumericalresultscontrastbetweenalgrithm1andFRmethod

测试问题 维数 算法1NI/NF/NG FR方法 NI/NF/NG

Rosenbrock* 2 41/222/63 84/148/122

JennrichandSampson 2 23/46/36 21/46/37

HelicalValley 3 83/294/125 60/150/87

Gaussian 3 7/11/9 4/8/6

ExtendedRosenbrock* 100 62/163/93 243/1310/328

PenaltyII* 50 147/658/255 200/784/335

VariablyDimensioned* 50 11/43/36 12/44/37

Trigonometric* 50 70/193/85 207/731/227

DiscreteBoundaryValue* 10 139/352/183 640/2209/740

DiscreteIntegralEquation* 500 6/11/10 7/11/11

BroydenTridiagonal* 200 30/48/40 61/117/66

BroydenBanded* 3 8/13/11 24/28/27

CPU时间/s 9.3440e+000 1.3829e+001
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表2 算法2与FR方法的数值结果比较

Tab.2 Thenumericalresultscontrastbetweenalgrithm2andFRmethod

测试问题 维数 算法2NI/NF/time FR方法 NI/NF/time

Rosenbrock* 2 164/1682/3.7500e-001 217/2785/7.0400e-001

JennrichandSampson* 2 43/303/9.4000e-002 60/465/1.2500e-001

HelicalValley* 3 101/942/2.9700e-001 141/1369/4.2200e-001

Gaussian 3 28/85/4.7000e-002 9/23/1.5000e-002

ExtendedRosenbrock* 100 184/1872/1.1720e+000 282/3819/1.9370e+000

PenaltyII* 50 213/1751/1.8910e+000 444/3773/3.2500e+000

VariablyDimensioned 50 20/455/1.5600e-001 16/339/1.4100e-001

Trigonometric* 50 125/128/2.6600e-001 613/3041/5.3120e+000

DiscreteBoundaryValue* 10 139/640/1.8800e-001 311/2005/5.7800e-001

DiscreteIntegralEquation 500 33/67/1.542200e+001 11/21/4.703000e+000

BroydenTridiagonal* 200 74/525/5.7800e-001 920/8633/9.4680e+000

BroydenBanded* 3 67/405/1.0900e-001 94/730/2.1900e-001

CPU时间/s 2.0600e+001 2.6900e+001

表1、表2中加“*”的测试问题分别表示算法1、算法2的数值结果优于FR算法。从CPU时间看,采用

Wolfe线搜索时算法1优于FR方法,采用Arimijo线搜索时算法2优于FR方法,算法1优于算法2。本文给出

的两个谱共轭梯度法具有良好的收敛性质,表中的数值实验结果显示这些算法是有效的,适合于求解非线性无

约束优化问题。
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OperationsResearchandCybernetics

GlobalConvergenceofTwoSpectralConjugateGradientMethodsforUnconstrainedOptimization

LINSuihua
(DepartmentofMathematicsandComputerScience,GuangxiNormalUniversityforNationalities,ChongzuoGuangxi532200,China)

Abstract:Spectralconjugategradientmethodcontainstwodirectionsregulatoryparametersisakindofmethodforunconstrainedop-
timizationthatcombinesconjugategradientmethodwithspectralgradientmethod.Inthispaper,basedonthenewconjugateparam-
etersandspectralparameters,twospectralconjugategradientmethodsareproposed;thecorrespondingmethodsareequivalentto
theFRconjugategradientmethodwhenthelinesearchisexact.Moreover,theglobalconvergenceofalgorithm1withWolfeline
searchisproved,theglobalconvergenceofalgorithm2withstandardArmijolinesearchisproved.Thegivennumericalresults
showthatthenewmethodsareefficient.
Keywords:unconstrainedoptimization;spectralconjugategradientmethod;globalconvergence
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