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二阶脉冲微分方程三点边值问题*
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摘要:研究了一类具有边值条件u(0)=0,u(1)-αu(η)=b形如u″+a(t)f(u)=0,-Δu′(tk)=Ik(u(tk))(k=1,2,…,m)

的二阶脉冲微分方程三点边值问题解的存在性。在合适的假设条件下,利用Schauder不动点定理讨论了该脉冲微分方

程解的存在性,并在此基础上通过相关引理给出了方程至少存在一个正解和无解的充分条件,即存在ε*>0,使得当0<

b<ε*时,所考虑的脉冲微分方程边值问题至少存在一个正解;另外,当b>ε*时,边值问题无解。
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脉冲系统作为现代科学领域中广泛存在的一类系统,它是描述刻画电力系统、核反应堆、飞机和火箭等这些

模型的有力工具。由于脉冲微分系统能充分体现瞬时突变现象对系统状态的影响,并能精确反映事物的规律,
因此对脉冲微分方程的研究已引起了国内外同行的广泛关注,并取得了一定进展[1-7],其理论成果在很多领域都

得到了广泛的应用[8-11]。然而由于脉冲微分系统的复杂性和多样性,目前这方面研究的成果还比较少。文献[6]
利用单调迭代的方法,讨论了一类脉冲微分方程边值问题解的存在性。文献[7]利用不动点和压缩映射原理,对
脉冲微分方程边值问题解的存在性进行了讨论,并给出了解存在的充分条件。

基于上述情况,本文讨论如下二阶脉冲微分方程的三点边值问题解的存在性

u″+a(t)f(u)=0,t∈J′,

-Δu′(tk)=Ik(u(tk)),k=1,2,…,m,

u(0)=0,u(1)-αu(η)=b

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
(1)

其中f∈C([0,∞),[0,∞)),J=[0,1],J′=J/{t1,t2,…,tm},0<t1<t2<…<tm<1,Ik∈C([0,+∞),[0,

+∞)),b,α>0,η∈(0,1),αη<1,Δu′(tk)=u′(t+k )-u′(tk),PC(J)=PC(J,R)={u:J→R,u当t≠tk 时连续,

u(t+i )和u(t-i )均存在,且u在ti 处左连续}。

1预备知识

本文目的是建立边值问题(1)正解存在的充分条件,为此首先对边值问题(1)做出假设:1)f
(u)
u +

M∑
m

i=1

Ik(u(tk))
u(tk) ≤β,其中β>0是常数;2)lim

u→0+

f(u)
u =0,lim

u→∞

f(u)
u =∞;3)a(t)∈C([0,1],[0,+∞)),且a(t)

在[η,1]的任何子区间上均不恒为零。
根据需要,本节给出如下引理。
引理1[8] 令αη≠1,则对于y∈C[0,1],边值问题

u″+y(t)=0,

u(0)=0,u(1)-αu(η)=0{ ,
(2)
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有唯一解u(t)=-∫
t

0
(t-s)y(s)ds- at

1-αη∫
η

0
(η-s)y(s)ds+ t

1-αη∫
1

0
(1-s)y(s)ds=∫

1

0
G(t,s)y(s)ds,其中

G(t,s)=

t(1-s-αη+αs)
1-αη

,0≤t≤s≤1,0≤s≤η≤1

t(1-s)
1-αη

,0≤t≤s≤1,0≤η≤s≤1

s(1-t-αη+αt)
1-αη

,0≤s≤t≤1,0≤s≤η≤1

s+αηt-ts-αηs
1-αη

,0≤s≤t≤1,0≤η≤s≤

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï 1

。当0<αη<1时,可得G(t,s)满足0≤G(t,s)<+∞,∀t,

s∈[0,1]。
记M= max

t,s∈[0,1]
G(t,s),根据引理1可得如下结论。

引理2 令αη≠1,则对于y∈C[0,1],边值问题

u″+y(t)=0,t∈J′,

-Δu′(tk)=Ik(u(tk)),k=1,2,…,m,

u(0)=0,u(1)-αu(η)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(3)

有唯一解u(t)=∫
1

0
G(t,s)y(s)ds+ ∑

0<tk<t
G(t,tk)Ik(u(tk)),其中G(t,s)如引理1所描述。

引理3[8] 令0<α<1
η
,若y∈C[0,1]且y≥0,则边值问题(2)有唯一解u,并满足条件u≥0,t∈[0,1]。根

据上述引理,由Ik∈C([0,+∞),[0,+∞))以及G(t,s)非负可知,边值问题(3)有唯一解u且满足u≥0。

引理4[8] 令0<α<1
η
,若y∈C[0,1]及y≥0,则边值问题(2)有唯一解u,且满足inf

t∈[η,1]
u(t)≥γ‖u‖,其中

γ=minαη,
α(1-η)
1-αη

,{ }η ,‖u‖=max
t∈[0,1]

|u(t)|。

本文将始终假设f(u)=f(0),u≤0。

2主要结论

定理1 如果假设1)~3)成立,则存在ε*>0,使得当0<b<ε*时,边值问题 (1)至少存在一个正解;当b>
ε*时,边值问题(1)无解。

证明 证明过程分3步:1)当b>0充分小,证明边值问题(1)有正解;2)当b>0充分大,证明边值问题(1)
没有正解;3)对任意b∈[0,ε*),证明边值问题(1)都有正解。
1)考虑如下问题

φ″=0,t∈J′,

-Δφ′(tk)=Ik(φ(tk)),k=1,2,…,m,

φ(0)=0,φ(1)-αφ(η)=1

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(4)

可解得φ=
t
1-αη

,则u为边值问题(1)的正解的充分必要条件是v=u-bφ为边值问题

v″+a(t)f(v+bφ)=0,t∈J′,

-Δv′(tk)=Ik(u(tk)),

v(0)=0,v(1)-αv(η)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
的正解。

令f
~(x)=sup

0≤s≤x
f(s),由于lim

u→0+

f
~(u)
u =0,则存在正数b1<β,满足

f
~(b1+b1‖φ‖)‖p‖≤b1<β, (5)

其中p为方程
p″+1=0,t∈J′
-Δp′(tk)=Ik(p(tk)),k=1,2,…,m
p(0)=0,p(1)-αp(η)

ì

î

í

ï
ï

ïï =0

的解,并且p(t)=∫
1

0
G(t,s)ds+ ∑

0<tk<t
G(t,tk)Ik(p(tk))。 根
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据引理3可知,p(t)≥0,t∈J。由假设1)知,对于(5)式中的b1<β有f(u)≤βu,M∑
m

i=1

Ik(u(tk))
u(tk) ≤b1-β。

定义闭凸子集 D={w∈C[0,1]|0≤w(t)≤β,t∈J},对 任 意 w∈D,令v=A(w)是 边 值 问 题

v″+a(t)f(v+bφ)=0,t∈J′
-Δv′(tk)=Ik(u(tk))

v(0)=0,v(1)-αv(η)

ì

î

í

ï
ï

ïï =0

的解,则A:D→C[0,1]全连续。假设b<β,可得A:D→D。事实上,根据引理3,有

0≤v(t)=∫
1

0
G(t,s)f(w(s)+bφ(s))ds+ ∑

0<tk<t
G(t,tk)Ik(w(tk)+bφ(tk))≤

f
~(b1+b1‖φ0‖)‖p0‖+M∑

m

k=1
Ik(w(tk)+bφ(tk))≤b1+β-b1=β

即v∈D。根据Schauder不动点定理,可知A 在D 中有不动点v,因此u=v+bφ是边值问题(1)的正解。

2)采用反证法,若b>0无界,而边值问题(1)有正解,则v=u-bφ 满足(4)式,且存在δ:0<δ<1,有

inf
t∈[η,1]

(v+bφ)≥‖v+bφ‖δ。根据φ(t)=
t
1-αη

,可知inf
t∈[η,1]

h(t)≥η‖φ‖。令δ=min{γ,η},通过引理4,可得

inf
t∈[η,1]

(v(t)+bφ(t))≥δ(‖v‖+φ‖h‖)≥δ‖v+bφ‖。

令f(t)=inf
t≤s

f(s),有

v(η)=∫
1

0
G(η,s)f(v(s)+bφ(s))ds+∑

m

k=1
G(η,tk)(v+bφ)(tk)≥∫

1

0
G(η,s)f(v(s)+bφ(s))ds=

-∫
η

0
(η-s)y(s)ds- aη

1-αη∫
η

0
(η-s)y(s)ds+ η

1-αη∫
1

0
(1-s)y(s)ds≥ η

1-αη∫
1

η
(1-s)a(s)dsf(δ‖v+bφ‖)。

进一步,有f(δ‖v+bφ‖)
‖v+bφ‖

≤f(δ‖v+bφ‖)
‖v‖ ≤ η

1-αη∫
1

η
(1-s)a(s)dé

ë
êê

ù

û
úús

-1
。

根据假设2)及lim
t→∞

f(t)
t =∞,存在一个正实数M 使得‖v+bφ‖≤M。通过v≥0,b>0及φ的定义,可得b

有界,矛盾。

3)令Γ={b|边值问题(1)有正解},ε*=supΓ,则有0<ε*<∞。下证对任意b∈[0,ε*),边值问题(1)都有

正解。

对任意b∈[0,ε*),根据上确界的定义,可知存在b
~
>b,b

~
∈Γ,使得边值问题(1)有正解ub

~。
考虑如下边值问题

u″+a(t)F*(u(t))=0,t∈J′,

-Δu′(tk)=Ik(u(tk)),k=1,2,…,m,

u(0)=0,u(1)-αu(η)=b

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
(6)

其中

F*(u(t))=
f(ub

~(t)),ub(t)>ub
~(t),

f(u(t)),0≤ub(t)≤ub
~(t),

f(0),ub(t)<0

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
(7)

由于F*(u(t))连续且有界,根据引理3知ub≥0。
令Ω0={t∈J|ub(t)>ub

~(t)}。若Ω0≠∅,分如下情况进行讨论:若ub(1)≤ub
~(1),则存在(a1,b1)⊂Ω0 使

得w(a1)=w(a2)=0,其中w(t)=ub(t)-ub
~(t)。并且w″(t)=0,t∈(a1,a2),则有w(t)=0,t∈(a1,a2),此与

假设矛盾。

若ub(1)>ub
~(1),可得w(η)>0。根据w(1)-αw(η)=b-b

~
<0,w(1)>0,可得w(η)>0。

i)若在(0,1)上,w(t)≥0。此时w″(t)=0,w′(0)=0,w(1)-αw(η)=b-b
~
<0。根据引理3,可得w<0,此

与Λ0≠∅矛盾。

ii)若存在ξ∈[θ,η),使得w(ξ)=0,且w(t)>0,t∈(ξ,1)。类似于i)的方法可得到矛盾。

iii)若w(η)>0,可知存在ζ∈(η,τ)使得w(ζ)=0。从而,进一步推出(c,d)⊂(0,ζ)使得w(c)=w(d)=0,

66 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第32卷



w(t)>0,t∈(c,d)。但由于w″(t)=0,t∈(c,d),可得w(t)=0,t∈(c,d),这与假设相矛盾,即证。 证毕
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Three-pointBoundaryValueProblemsforSecond-orderImpulsiveOrdinaryDifferentialEquations
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(1.SchoolofMathematicsandStatistics,ZhoukouNormalUniversity,ZhoukouHenan466001;

2.CentreforAppliedandInterdisciplinaryMathematics,
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Abstract:Thispaperinvestigatesboundaryvalueproblemsforaclassofsecond-orderthree-pointimpulsiveordinarydifferentiale-

quationsu″+a(t)f(u)=0,-Δu′(tk)=Ik(u(tk))(k=1,2,…,m)withboundaryvalueconditionsu(0)=0,u(1)-αu(η)=b.The
existenceofsolutionsisdiscussedbytheSchauder’sfixedpointtheorem.Asufficientconditionontheexistenceofpositivesolutions
isobtainedthroughrelevantlemmasundersuitableassumptionconditions,thatis,thereexistsascalarε*>0suchthattheconsid-
eredimpulsiveordinarydifferentialequationsboundaryproblemhasatleastonesolutionfor0<b<ε*andnosolutionforb>ε*,re-
spectively.Someexistingcorrespondingresultsareimprovedandextended.
Keywords:positivesolutions;boundaryvalueproblems;impulsive;fixedpointtheorem;existence
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