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关于几个单群的刻画*

何立官,童 殷

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:设G为有限群,o1(G)表示G 中最高阶元素的阶。用群的阶及最高阶元素的阶刻画了单群F4(2),2E6(2)和O+
10

(2)。即证明了:设G为有限群,M 为单群:F4(2),2E6(2)和O+
10(2),则G≅M 当且仅当|G|=|M|,且o1(G)=o1(M)。
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施武杰教授提出用“两个阶”刻画单群的著名猜想,即任何有限单群都可以由“群的阶”和“元素阶的集合”加
以刻画。2009年,在以施武杰教授和俄罗斯科学院院士 MazurovV.D.为主的中俄群论工作者共同努力下,该
猜想得以完整证明[1-8]。当然,对于群的数量刻画,人们总是力图用最少的数量刻画群最多的性质。文献[9-17]
成功地用群的阶和最高阶元素的阶(少数情形用到了次高阶元素的阶)刻画了单K3-群、散在单群、部分单 K4-
群、部分交错单群和部分李型单群。而本文继续这一工作,仅用最高阶元的阶和群的阶刻画了单群F4(2),
2E6(2)和O+

10(2)。
本文所讨论的群均为有限群,群后括号里的数表示该群的阶,如G(22·3·5)表示群G 的阶为22·3·5,而

o1(G)表示群G 中最高阶元素的阶。设k为一正整数,π(k)表示k的素因子之集,特别地π(G)=π(|G|),其余符

号及术语是标准的。

1主要引理

引理1 设k为一正整数,π(k)表示k的素因子之集。如果t为正整数,且22≤t≤47,那么π(22t-1)⊄
{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31}。

引理2[18] 设π′群H 作用在π 群G 上,且G 和H 中至少有一个可解,则对任意素数p||G|,G 中存在H 不

变的p-sylow子群,并且G 的任意两个H 不变p-sylow子群在CG(H)下共轭。

2定理及其证明

定理1 设G 为有限群,M 为下列单群:F4(2),2E6(2),O+
10(2),则G≅M 的充分必要条件是:i)|G|=|M|;

ii)o1(G)=o1(M)。
证明 必要性显然,下证充分性。
情形1,设M=F4(2)。此时|G|=222·36·52·72·13·17,o1(G)=30。易证G 有一正规列1◁H◁K◁G

使得K
H为非交换单群,且{13,17}⊆π K( )H 。事实上,令1=Gk◁Gk-1◁…◁G1◁G0=G 为G 的一主群列,则

存在正整数i使得{13,17}∩π(Gi)≠∅,而{13,17}∩π(Gi+1)=∅。取K=Gi,H=Gi+1,则1◁H◁K◁G 为G

的一正规列,而K
H为G

H的极小正规子群。断言{13,17}⊆π(K)。如果17∈π(K)而13∉π(K),那么13∈

πG( )K 。由Frattini论断有G=NG(S17)K,其中S17为K 的一个17-Sylow子群,于是13∈π(NG(S17))。用13
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阶元作用在S17上,该作用平凡,从而G 中有221阶元,矛盾,故13∈π(K)。

同理可以证明当13∈π(K)时,有17∈π(K)。于是{13,17}⊆π(K),即有{13,17}⊆π K( )H 。由于K
H为同

构单群的直积,故K
H只能为非交换单群。而 K

H |222·36·52·72·13·17,故由引理1,文献[19]以及文献

[11]中的表2、表3知,KH同构于L3(16)(212·32·52·7·13·17)或F4(2)(222·32·52·72·13·17)。设

K
H同构 于 L3(16)。考 类 G 作 用 在 K/H 上,则G

CG(K/H)
同 构 于 Aut(K/H)的 一 子 群,从 而 有

G
CG(K/H)||Aut

(K/H)|。因为|Aut(K/H)|=24·|K/H|,所以有7∈π(CG(K/H))。如果7是|H|的

因子,用17阶元共轭在H 上,由引理2知存在H 的一Sylow7-子群S在该作用下不变。显然|S||72,17不整除

|Aut(S)|,这说明G 中有119阶元,矛盾。故7不是|H|的因子,此时G
H中也有119阶元,即G 中有119阶元,

矛盾。故K
H≅F4(2),此时K=G,H=1,即G≅F4(2)。

情形2,设M=2E6(2)。此时|G|=236·39·52·11·13·17·19,o1(G)=35。类型情形1的讨论知G 有

一正规列1◁H◁K◁G 使得K
H为非交换单群,且{17,19}⊆π K( )H 。因为|K/H|236·39·52·11·13·

17·19,故由引理1,文献[19]以及文献[11]中的表2、表3知,KH只能同构于2E6(2)。于是 K=G,H=1,即

G≅2E6(2)。
情形3,设M=O+

10(2)。此时|G|=220·35·52·7·17·31,o1(G)=35。类似情形1的讨论知G 有一正规

列1◁H◁K◁G 使得K
H为非交换单群,且{17,31}⊆π K( )H 。因为|K/H|220·35·52·7·17·31,故由引

理1,文献[19]以及文献[11]中的表2、表3知,KH只能同构于O+
10(2)。于是K=G,H=1,即G≅O+

10(2)。

证毕

注 不是每个单群都能通过群阶与最高阶元的阶唯一刻画。文献[20]证明了单群L2(7)是不能通过其阶和

最高阶元素的阶唯一刻画的。
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ANewCharacterizationofSomeSimpleGroups

HELiguan,TONGYin
(SchoolofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:LetGbeafinitegroup,o1(G)denotethelargestelementorderofG.ThispapershowsthatF4(2),2E6(2),O+
10(2)can

beuniquelydeterminedonlybyusinggrouporderandthelargestelementorder.Thatistosay,weprovesthat:LetGbeafinite

group,Mbeoneofthefollowingsimplegroups:F4(2),2E6(2),O+
10(2).ThenG≅Mifandonlyif|G|=|M|,ando1(G)=o1(M).
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