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生成树及2134有禁错排置换*
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摘要:为了证明猜想:2134有禁错排置换的生成树可能同构于2143有禁错排置换的生成树,即它们有相同的生成树。首

先给出了A2n(2134)的生成树的继承法则,接着证明了 A2n(2134)的生成树同构于 A2n(2143)的生成树,最后得到了

|A2n(2134)|=|A2n(2143)|=|SYT(n,n,n)|= 2·(3n)!
n! (n+1)! (n+2)!

。
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1若干定义

近年来,对于有禁模式置换的计数问题已经得到了很多很好的结果[1-9]。对于所有长度为3的禁排模式τ,

|Sn(τ)|=Cn,其中Cn= 1
n+1
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è
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ö

ø
÷

n
是第n 项Catalan数。而对于长度为4的禁排模式p 来说,本质上也就只有

1234,1324,1342模式研究得较多,给出了禁排置换的计数结果或者其生成函数,有了一些较好的结果。而在错

排置换An 中,对于长度为4的禁排模式研究得不是很多。文献[2]利用生成树和RSK 算法证明了|A2n(2143)|=

|SYT(n,n,n)|= 2·(3n)!
n! (n+1)! (n+2)!

,其中A2n表示长为2n的错排置换。|SYT(n,n,n)|表示模式为(n,n,n)

的标准杨表的个数。但同时也还有很多问题有待解决,本文主要解决了文献[1]留下了几个猜想之一,证明了

A2n(2134)和A2n(2143)有相同的生成树,也就是说|A2n(2134)|=|A2n(2143)|。
接下来给出了本文所需要用到的若干定义。
定义1 在置换π=π1π2π3…中,如果π1<π2>π3<…,,则称置换π=π1π2π3…为错排置换。
定义2 给定一个模式τ,记An(τ)表示长为n且不包含模式τ的错排置换的集合。
定义3[1] 生成树是一棵有根的带标号的树,使得每一个点v的孩子的标号都能够由标号v 所决定。换句

话说,一棵生成树能够由下面的递归定义所决定,递归定义为:1)基:根的标号;2)归纳步骤:在继承规则下,父
亲的所有孩子的标号都仅仅依靠父亲的标号来决定。

定义4 如果置换u∈Sn 且i∈[n+1]。令v=u←i=v1…vnvn+1∈Sn+1,其中vn+1=i,并且在置换v中,

v1…vn 需满足与置换u 有相同的顺序结构,在v=u←i之一变换过程中,若|uj|≥i(1≤j≤n),则|vj|=|uj|+1,
否则|vj|=|uj|。

例如v=53214←3=642135。
定义5 设置换u∈Sn(τ),其中Sn(τ)表示不包含模式τ的置换集合。如果u←m 不含模式τ,则称m 是u

的激活值。
令u∈A2n(2134),给出其标号(a,b),其中a=u2n-1,b是u 的激活值的个数,其中b∈[2n+1]。
如果u∈A2n,那么u的孩子w∈A2n+2,其中置换u的前2n项u1u2…u2n和w 的前2n项w1w2…w2n具有相同

的顺序结构。
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2主要结果

本文用SYT(λ)表示模式为λ的标准杨表。An 表示长为n 的错排置换。文献[1]给出了以下猜想。

猜想[1] |A2n(2134)|=|A2n(2143)|=|SYT(n,n,n)|= 2·(3n)!
n! (n+1)! (n+2)!

。

为了证明猜想中的等式是成立的,先证明以下7个命题。

引理1[1] 对所有的n≥1,|A2n(2143)|=|SYT(n,n,n)|= 2·(3n)!
n! (n+1)! (n+2)!

。

引理2[1] A2n(2143)的生成树遵循以下法则:(a,b)→{(x,y)|1≤x≤a+1,x+2≤y≤b+2}。
命题1 对于任何u∈A2n(2134),u2n-1=a≤n。
证明 选择u∈A2n(2134)并且u2n-1=a。假设a≥n+1,因为u是一个错排置换,那么有u2n>u2n-1=a≥

n+1。因此元素{1,2,…,n}都在元素u2n-1的左边。因为u2n-1=a≥n+1,则由鸽笼原理可知,至少存在一个元

素p∈{1,2,…,n}位于u2n-1左侧的某一偶数项位置。设ui=p(i∈{2,4,…})。因为u∈A2n,且i≠2n-2,因此

存在正整数k和t,满足ui-1=k且ui+1=t满足条件k≤p 并且t≤p。于是uiui+1u2n-1u2n是一个2134模式,矛
盾。所以,当u∈A2n(2134)时,u2n-1=a≤n。 证毕

命题2 如果u∈A2n(2134)有k个激活值,那么这k个激活值是1,2,…,k。
证明 如果m 为置换u 的非激活值,那么容易看出m+1的也是u的非激活值。又因为u有且仅有k个激

活值,那么这k个激活值是1,2,…,k。 证毕

命题3 如果u∈A2n(2134)且标号为(a,b),那么{1,2,…,a+2}是u的激活值。
证明 选择u∈A2n(2134)并且u2n-1=a。选择c≤a+2,令v=u←c∈S2n+1。设置换v包含模式2134,那么

不妨设vivjvkc是v 的一个2134模式,其中i<j<k<2n+1。现在断定vivjv2n-1v2n是v 的一个2134模式。为了

证明vivjv2n-1v2n是v 的一个2134模式。只需要证明vi<v2n-1并且j<2n-1。因为vivjvkc是v 的一个2134模

式,由命题1,vj<vi<c≤a+2≤n+2,故有vi≤a+1≤n+1。如果vi=n+1,那么c=n+2,因而不存在i,j,k
使得vivjvkc是v 的一个2134模式,故vi≤n。同理,如果vi=a+1,那么c=a+2,则vivjvkc不是v 的一个2134
模式,故vi≤a。因而得到vi≤a≤n,也就是说vi≤a=u2n-1≤v2n-1。因为vi 右边至少有3个元素,而v2n-1右边

只有两个元素,故vi≠v2n-1,所以有vi<v2n-1。很容易知道vj<vi<v2n-1<v2n且vj<v2n。vj 比v2n-1,v2n,v2n+1
小,因而j<2n-1。这也就是说vivjv2n-1v2n是v 的一个2134模式。所以uiuju2n-1u2n是u 的一个2134模式,矛
盾。所以c是u 的激活值。 证毕

例1 u=68142735∈A8(2134),标号为(3,5)。其激活值为{1,2,3,4,5},激活值个数是3+2。u=
18293104657∈A10(2134),标号为(5,7)。其激活值为{1,2,…,7},激活值个数是5+2。

命题4 若标号为(a,b)的置换u∈A2n(2134)有一个标号为(x,y)的孩子w,则1≤x≤a+1,x+2≤y≤b+2。
证明 因为w 是u∈A2n(2134)的一个孩子,所以w 的前2n个元素和u 的前2那个元素有相同的顺序结

构。若x>a+1,因为w∈A2n+2,故w2n>a+1,w2n>a+1,w2n+2>a+1且w2n-1=a。于是存在一个i使得wi=
a+1(i≠{2n-1,2n,2n+1,2n+2})。所以i<2n-1,那么wiw2n-1w2n-1w2n+1w2n+2是w 的一个2134模式。这

与w∈A2n+2(2134)矛盾。故x≤a+1。显然x≥1,所以有1≤x≤a+1。
下面证明y的界。

定义一个从[2n+1]→[2n+2]的映射:f(t)=
t,t<w2n+1,

t+1,w2n+1≤t<w2n+2,

t+2,w2n+2≤t

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
需证明f是一个把u 的非激活值映射

到w 的非激活值的映射。选择任意c∈{1,2,…,2n+1}是u的非激活值,那么存在i<j<k使得uj<ui<uk<c。
又因为(wi,wj,wk,f(c))=(f(ui),f(uj),f(uk),f(c))。显然有f(uj)<f(ui)<f(uk)<f(c)。所以f(c)不是

w 的激活值。在u中有(2n+1)-b个非激活值,所以在w 中至多有(2n+3)-(2n+1-b)=b+2个激活值。由

命题3知,{1,2,…,x+2}是w 的激活值。所以x+2≤y≤b+2。 证毕

命题5 假设u∈A2n(2134),标号为(a,b)。如果x<b≤a+2,那么v=u←x∈A2n+1(2134)并且v有激活值

1,2,…,b+1。
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证明 令u∈A2n(2134),标号为(a,b)。由命题2知1,2,…,b是u 的激活值。v=u←x。v2n+1=x≤a+1=
u2n-1+1≤v2n-1+1。因为u2n-1<u2n,得到v2n-1≤v2n。因此有v2n+1<v2n且v 是错排置换。由条件可知x≤a+
1,根据命题3的结论,x是u 的激活值。也就是说v=u←x不含2134模式,即v=u←x∈A2n+1(2134)。

现在来证明v的激活值是{1,2,…,x,x+1,…,b+1}。
情形1,令m 是u 的激活值,其中m≤x。令w=v←m=w1…w2n+2,其中w2n+2=m。假设m 不是v 的激活

值,则存在正整数i<j<k使得wiwjwkw2n+2是w 的一个2134模式。因为m≤x,v2n+1=x。所以在w=v←m
的过程中,w2n+1=x+1>m。于是有k≠2n+1,w2n+1>w2n+2。故wiwjwkw2n+1也是w 的一个2134模式。也就

是说vivjvkv2n+1是v的一个2134模式。但是v∈A2n+1(2134),矛盾。因此m 是v 的激活值,且这些激活值为{1,

2,…,x}。
情形2,选择m≥x使得m 是u 的一个激活值。现在开始证明b+1是v的激活值。令w=v←(b+1)=

w1…w2n+1w2n+2。假设b+1是v的非激活值,则存在正整数i<j<k使得wiwjwkw2n+2序同构于模式2134。很

容易得出i≠2n-1且j≠2n。由命题条件,所构造的置换v=u←x需满足条件x≤a+1,也就是说在将置换u变

化到置换v的过程中选择的激活值m 也应该满足条件x≤m≤a+1。因为b≤a+2,又由命题3知b≥a+2,所
以有b=a+2。现在对k分2种情形进行讨论。

子情形1,k=2n+1。

1)若m=w2n+1=a+1,因a<b+1,故w2n+1=v2n+1=a+1,w2n-1=v2n-1=u2n-1=a。则wiwjw2n-1w2n+1是

一个2134模式,因而vivjv2n-1v2n+1是v的一个2134模式,这与v∈A2n+1(2134)相矛盾。

2)若m=w2n+1≤a,那么w2n-1=a+1。因为w2n-1<w2n且w2n+2=b+1=a+3,所以一定有w2n≥a+2,那
么wiwjw2n-1w2n是一个2134模式,这与v∈A2n+1(2134)相矛盾。

子情形2,k≠2n+1。

1)若m=w2n+1=a+1,那么w2n-1=v2n-1=u2n-1=a。由于b=a+2,故w2n+2=b+1=a+3。因为i≠2n-
1,j≠2n,k≠2n+1,如果wk=a+2,那么wiwjwkw2n+2=wiwj(a+2)(a+3)是一个2134模式且wi≤a+1。因

为w2n-1=a,w2n+1=a+1,那么显然wiwjw2n-1w2n+1=wiwja(a+1)是一个2134模式,也即vivjv2n-1v2n+1是v
的一个2134模式,这与v∈A2n+1(2134)相矛盾。如果wk≠a+2,那么viwjw2n-1w2n+1=wiwja(a+1)是一个

2134模式,这与v∈A2n+1(2134)相矛盾。

2)若m=w2n+1≤a,那么w2n-1=a+1。因为v是错排置换,有v2n-1<v2n,所以w2n-1<w2n,且有w2n≥a+
2。因wiwjwkw2n+2=wiwjwk(b+1)=wiwjwk(a+3)是一个2134模式,故可以得到wiwjw2n-1w2n=wiwj(a+
1)(a+2)是一个2134模式,这与v∈A2n+1(3134)相矛盾。

故在情形2下,b+1是v的激活值。
由情形1和情形2知,v有激活值1,2,…,b+1。 证毕

例2 u+68142735∈A8(2134),标号为(3,5)。取x=2≤3+1,v=791538463∈A9(2134),激活值为{1,2,
…,6}。u=15283746∈A8(2134),标号为(4,6)。取x=5≤4+1,v=162938475∈A9(2134),激活值为{1,2,…,

7}。
命题6 如果u∈A2n(2134),标号为(a,b),并且1≤x≤a+1,x+1≤y-1≤b+1。那么u有一个标号为

(x,y-1)的孩子w,并且w∈A2n+2(2134)。
证明 设{1,2,…,b}是u的激活值。定义v=u←x=v1…v2nv2n+1,w=v←(y-1)=w1w2…w2n+1w2n+2(y-

1≤b+1),则w 就是所要求的置换。由命题5,v∈A2n+1(2134),v2n+1=x。因为w2n+2=y-1且y-1>x,故有

w2n+2>w2n+1。所以w 是错排置换。由命题5知,y-1是v的激活值。所以w∈A2n+2(2134)。因为y-1>x,
即是说w2n+2>v2n+1。因而可以断定在w=v←(y-1)的过程中,第2n+1项的值未发生改变,即w2n+1=x。

接下来证明w 有且仅有y-1个激活值{1,2,…,y-1}。
首先证明y-1是w 的一个激活值。令z=w←(y-1),因为w2n+2=y-1,所以z2n+2=y>z2n+3=y-1。假

设y-1不是w 的激活值,那么存在i<j<k使得zizjzk(y-1)是z的一个2134模式。显然k≠2n+2,这也就是

说zizjzkz2n+2也是z的一个2134模式,那么wiwjwkw2n+2是w 的一个2134模式。但是w∈A2n+2(2134),矛盾。
故y-1是w 的激活值。于是得到{1,2,…,y-1}是w 的y 个激活值。

接着只需要证明y不是w 的激活值即可。
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令z=w←y,假设y是w 的激活值,那么不存在i<j<k使得zizjzkz2n+3是2134模式。因为z2n+2=y-1,

z2n+3=y,所以zizjz2n+2z2n+3=zizj(y-1)y。由z2n+1=x,令j=2n+1。因为y≥x+2,那么元素x+1必定在置

换z的前2n项的某一个位置上。即是说存在一个正整数i≤2n使满足条件wi=x+1。那么ziz2n+1z2n+2z2n+3是
z的一个2134模式。由假设知y是w 的激活值,产生矛盾。因而y是w 的非激活值。所以w 有且仅有y-1个

激活值。 证毕

定理1 |A2n(2134)|=|A2n(2143)|=|SYT(n,n,n)|= 2·(3n)!
n! (n+1)! (n+2)!

。

证明 在文献[1]中已经知道对于Un≥1A2n(2143)的生成树有根和生成法则

(a,b) {(x,y)|1≤x≤a+1,x+2≤y≤b+2}。
再由命题4和命题6得到,对于 Un≥1A2n(2134)的生成树有根和生成法则

(a,b) {(x,y)|1≤x≤a+1,x+2≤y≤b+2}。
这两个生成树是同构的,故等式成立。 证毕
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