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基于逆 MQ函数的图像分割算法*
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摘要:水平集方法广泛应用于图像分割,但传统水平集方法对初始轮廓位置敏感、且需要复杂费时的重新初始化过程。针

对该问题,利用逆 MQ(Inversemultiquadrics)径向基函数,提出了一种新的图像分割算法。基于变分水平集方法的非线

性发展方程被转化为数学上更易处理的常微分方程组。实验结果表明该算法无需重新初始化,对初始轮廓的大小和位置

不敏感,并且在没有初始轮廓时也能够快速正确地分割图像,因此有效地克服了传统水平集方法的缺点。
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图像分割在图像处理和计算机视觉应用中非常重要,其目的是从图像区域中分离出目标,以便图像追踪和

目标识别等。水平集方法在过去20年被广泛应用于图像分割和其他科学工程问题,它把目标边界当成零水平

集嵌入到高一维水平集函数中,通过求解非线性发展方程来演化边界曲线,是图像分割领域的研究热点之

一[1-3]。由水平集方法得到的发展方程通常需用迎风格式的有限差分法数值求解,这种差分法能够获得高精度

解,但非常耗时。传统水平集方法对水平集函数初始轮廓的形状、位置和大小都比较敏感,而这些常常需要根据

经验人工确定,所以存在较大的计算难度。另外,在数值演化过程中,还需要重新初始化来保持水平集函数的稳

定性、规则性[4]。重新初始化不仅算法复杂,而且需要周期性地进行,增大了算法的计算量,更严重的是数值误

差容易使边界曲线不收敛于目标边界。文献[4-6]提出了一些新的水平集方法,它们不需要重新初始化,但在发

展方程中添加了一些额外项,导致计算量和计算难度都较大。
径向基函数是20世纪90年代发展起来的一类数值求解微分方程定解问题的单变量函数,它的自变量是源

点与场点之间的距离[7-11]。近年来,Wang等人[12]和Xie等人[13]分别用全局径向基函数求解了结构拓扑优化和

可变形模型中的水平集发展方程,得到的插值函数虽然具有较高的精度,但由于采用的径向基函数仅仅条件正

定,插值问题的唯一性需要添加方程才能保证,因此他们的数值算法的计算复杂度较大。在文献[12]的基础上,

Gelas等人[14]借助紧支径向基函数数值求解了图像分割模型中的水平集发展方程。紧支径向基函数是严格正定

的,但其求解精度低于全局径向基函数[7],从而相应图像分割算法的演化收敛速度要慢一些。
将严格正定的全局径向基函数和图像分割中基于变分水平集方法的非线性发展方程相结合,本文建立了一

种逆 MQ(Inversemultiquadrics)函数图像分割算法。用逆 MQ径向基函数数值插值发展方程中的水平集函数,
水平集发展方程被离散化为数学上更易处理的常微分方程组。因为全局逆 MQ函数严格正定[10],该算法既不

需要文献[12]中的额外方程,也避免了传统水平集方法中的重新初始化,还不依赖于水平集函数的初始形状、位
置和大小,甚至可以不要初始轮廓。实验表明,与文献[14]的方法和传统水平集方法[4]相比,本文算法具有收敛

速度快和计算时间短等优点。

1基于变分水平集方法的发展方程

图像分割的目的是寻找一条或若干条曲线C,把图像区域Ω 划分成互不重叠的背景区域和目标区域。曲线

C可由Lipschitz连续的水平集函数φ(x)表示为C={x∈R2|φ(x)=0}。为了使水平集函数φ(x)在动力作用下
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及时变化,需要引入时间变量t和连续速度函数v(x,t)。在变分水平集方法中,水平集函数φ满足如下初值问

题[1]

∂φ(x,t)
∂t +v(x,t)δ(φ(x,t))=0, (1)

φ(x,0)=φ0(x), (2)
其中δ(φ)=ε/(π(ε2+φ2))是规范化的Dirac函数[2],ε是正常数,φ0(x)表示曲线C在初始演化时刻t=0时的位

置。
在推导水平集发展方程(1)的图像分割模型中,最常用且最有代表性的是C-V模型[2],本文将以该模型为例

推导基于正定径向基函数的图像分割算法,该模型中的能量泛函为

F(φ)=γ∫Ω
δε(φ)‖ Ñφ‖dx+λ1∫Ω

(I(x)-c1(φ))2H(φ)dx+λ2∫Ω2

(I(x)-c2(φ))2(1-H(φ))dx,(3)

其中γ≥0、λ1>0和λ2>0都是固定的参数,

c1(φ)=∫Ω
I(x)H(φ)dx∫Ω

H(φ)dx,c2(φ)=∫Ω
I(x)(1-H(φ))dx∫Ω

(1-H(φ))dx

分别表示曲线C内部和外部的图像灰度平均值,H(φ)=
1
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表示规范化的Heaviside函数。

(3)式右边第一项表示最小化由φ=0得到的C的长度,因为逆 MQ函数生成的插值函数全局光滑,所以该

项可略去,即可取γ=0;右边第二、三项分别表示最小化C 内部和外部的灰度值,所以可取权系数λ1=λ2=1,因
此

F(φ)=∫Ω
(I(x)-c1(φ))2H(φ)dx+∫Ω2

(I(x)-c2(φ))2(1-H(φ))dx。

用最速下降法极小化F,可得如下变分水平集发展方程

∂φ
∂t=δε(φ)[-(I(x)-c1(φ))2+(I(x)-c2(φ))2]。

从而,(1)式中的速度函数v(x,t)可表示为v(x,t)=(I(x)-c2(φ))2-(I(x)-c1(φ))2。

2逆 MQ函数求解发展方程

在传统水平集方法中,上述初值问题(1)~(2)的求解需要适当的迎风差分格式和周期性重新初始化算法,
这既增加了算法的复杂度,又增大了算法的计算量,因此限制了水平集方法在图像分割中的应用。

本文用逆 MQ函数插值φ(x,t),偏微分方程初值问题(1)~(2)被转换成数学上更易处理的常微分方程初值

问题。同时,用逆 MQ函数生成的近似函数是全局光滑的,避免了水平集函数初始化和重新初始化,有效地减少

了计算量和复杂度。
变分水平集发展方程(1)依赖于时间,类似文献[12-14],可令

φ(x,t)=μ(x)σ(t), (4)
其中μ(x)是仅依赖于空间变量x的函数,σ(t)是仅依赖于时间变量t的函数。将图像区域Ω用N 个节点xj(j=
1,2,…,N)离散,则μ(x)在Ω 中可近似为

μ(x)=∑
N

i=1
ri(x)bi, (5)

其中ri(x)是以节点xi 为中心的径向基函数,bi 是待定系数。将(5)式代入(4)式,得

φ(x,t)=∑
N

i=1
ri(x)biσ(t)=∑

N

i=1
ri(x)ai(t), (6)

其中ai(t)=biσ(t)是仅依赖于t的未知量。将(6)式代入(1)式,得

∑
N

i=1
ri(x)dai(t)

dt +v(x,t)δ∑
N

i=1
ri(x)ai(t( ))=0, (7)

令(7)式在N 个节点xj 上得到满足,则可得N 个常微分方程

∑
N

i=1
ri(xj)

dai(t)
dt +v(xj,t)δ∑

N

i=1
ri(xj)ai(t( ))=0,j=1,2,…,N,
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即

Rda
(t)
dt +v(t,a(t))=0, (8)

其 中 a(t)= [a1(t),a2(t),…,aN(t)]T,v(t,a(t))= [v1,v2,…,vN]T,vj =v(xj,t)δ∑
N

i=1
ri(xj)ai(t( )),R =

r1(x1) r2(x1) … rN(x1)

r1(x2) r2(x2) … rN(x2)
︙ ︙ ︙
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在初始演化时刻t=0,令(6)式在 N 个节点xj 上得到满足,再由(2)式可得 Ra(0)=φ0,其中φ0=
[φ0(x1),φ0(x2),…,φ0(xN)]T 已知,据此可得方程组(8)的初始条件为

a(0)=R-1φ0。 (9)
从而,偏微分方程初值问题(1)~(2)转化为常微分方程初值问题(8)~(9)。

当系数矩阵R可逆时,初值问题(8)~(9)的解存在且唯一。由ri(xj)=rj(xi)可知R对称,所以径向基函数

严格正定时,即R正定时,R可逆。
全局径向基函数具有很高的插值精度,但 Wang等人[12]和Xie等人[13]采用的全局径向基函数仅仅条件正

定,插值问题的唯一性需要添加方程才能保证,因此计算复杂度较大。Gelas等人[14]采用的紧支径向基函数是严

格正定的,但插值精度降低了,致使相应图像分割算法的收敛速度较慢。由于逆 MQ 径向基函数ri(x)=
1

β2+|x-xi|2
是全局的和严格正定的[10],其中β是大于零的常数,本文选用该函数。此时,系数矩阵R 对称正

定,因此可逆,从而(8)式化为da(t)
dt =-R-1v(t,a(t))。令τ>0表示步长,则由向前Euler方法[15],上式可离散

为

a(tn+1)=a(tn)-τR-1v(tn,a(tn)),n=0,1,2,…。 (10)
直接计算矩阵R的逆运算量非常大。因为R既对称又正定,所以借助Cholesky分解算法[15]可有效地避免

R-1的计算。由Cholesky分解算法,R=LLT,这里L为下三角矩阵,从而在每次迭代时先求解下三角系统Lun+1=
V(tn,a(tn))和上三角系统LTvn+1=un+1。最后,(10)式等价于

a(tn+1)=a(tn)-τvn+1,n=0,1,2,…。 (11)
类似于文献[14]中的性质1,可以证明迭代序列a(tn)的范数会随着n缓慢增长。数值实验时也发现a(tn)

的范数可能会非常大。因为φ(x,t)与任一非零实数的乘积不会改变曲线C的位置,所以可以规范化(11)式的计

算结果a(tn+1),即令a(tn+1)=
a(tn+1)
‖a(tn+1)‖

。此时,算法的终止条件为[14]

‖a(tn)-a(tn-1)‖≤‖a(tn-1)-a(tn-2)‖。

3数值实验

分别采用本文算法、文献[14]的紧支径向基函数水平集算法、文献[4]的C-V模型有限差分水平集算法分割

了一副人造图像和4幅测试图像。程序编写使用的是 Matlab7.0.1,运行平台是安装 WindowsXP操作系统的

台式计算机(Intel2.93GHz中央处理器和2GB内存)。由实验结果可知,本文算法相对文献[4,14]中的算法

在以下方面具有优势:1)对初始轮廓的大小和位置的敏感性较小;2)不需要重新初始化过程;3)在分割结果相

同的情况下大大减少了迭代次数和计算时间。
首先用本文算法分割一副人造图像(图1(i)),图1给出了3种不同初始轮廓曲线时的分割结果。为了比较,

图1同时给出了文献[4,14]中的算法的分割结果。可以看出,初始轮廓曲线无论置于何处,甚至没有给定初始

轮廓时,本文算法(图1第2列)和文献[14]的算法(图1第3列)都得到了正确的分割结果。对文献[4]的算法

(图1第4列),只有当初始轮廓完全包围目标物体时,才能正确地分割(图1(d)),否则不能分割出目标物体(图1
(h,l))。

表1给出了3种算法对应的迭代次数和计算时间。本文算法的计算时间和迭代次数都最少,且不依赖于初
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始轮廓,所以更高效。为了详细评价3种算法的精度,表1还给出了3种算法的Dice相似性系数[16]:DSC=
2N(Re∩Rn)/(N(Re)+N(Rn)),这里N(·)表示区域中像素个数,Re 和Rn 分别表示精确的和数值算法获得的

目标区域。易知,DSC值越接近1,分割结果越精确。对3种初始轮廓曲线,本文算法的DSC 值与文献[14]的
算法完全一样,说明本文算法的分割结果很精确,但文献[4]的算法的精度要差一些。

   

a           b           c           d

   

e           f           g           h

   

i           j           k           l
注:第1列是原始图像,其中实线表示初始轮廓曲线;第2~4列分别是本文算法、文献[14]和文献[4]中的算法的分割结果。

图1 3种算法对应于不同初始轮廓的分割结果

表1 图1中分割结果对应的计算时间、迭代次数和DSC值

初始轮廓
本文算法 文献[14]的算法 文献[4]的算法

计算时间/s 迭代次数/次 DSC 计算时间/s 迭代次数/次 DSC 计算时间/s 迭代次数/次 DSC
图1(a) 14.50 3 0.9872 17.59 9 0.9872 244.8 2500 0.9737

图1(e) 15.16 3 0.9872 17.48 9 0.9872 494.5 5000 0.3571

图1(i) 15.05 4 0.9872 20.08 14 0.9872 477.1 5000 0

图2给出了本文算法和文献[14]的算法对4幅测试图像的分割结果。分割前的原始图像是:真实手掌图像

(图2(a)),含有孔洞区域的图像(图2(d)),鞍马形深度图像(图2(g)),以及部分目标跨越边界且目标边缘较弱

的多目标细胞图像(图2(j))。这4幅图像在分割过程中都没有采用初始轮廓,即水平集函数的演化均始于常

数。从图2中可以看出,两种算法的分割结果都很好。同时,在实验过程中发现文献[4]的算法在进行2500次

迭代后还是无法得到最终的分割结果。
值得注意的是,图2(g)中的鞍马形图像的灰度分布比较复杂,鞍马侧边缘呈屋顶状,底边缘呈阶梯状。对这

类深度图像,文献[17]等提出的常值函数图像分割算法难于分割,本文算法分割结果却很好。另外,对图2(j)给
出的多目标图像,由于部分目标跨越区域边界,导致无法选取一条包含所有目标的初始曲线,所以文献[4]等提

出的需要初始轮廓的图像分割算法难于分割,本文算法完全避免了轮廓初始化带来的问题,在没有给定初始轮

廓时,经过几次迭代便能准确分割所有目标。
表2给出了两种算法分割4幅测试图像时的迭代次数和计算时间。显然,本文算法优于文献[14]的算法,

从而计算效率更高、收敛速度更快。

4结论

针对图像分割中的变分水平集发展方程,本文提出了一种基于逆 MQ函数的图像分割算法。相比传统水平

集方法,本文算法既不依赖于水平集初始轮廓的形状、位置和大小,也不需要复杂费时的周期性重新初始化过
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程。另外,初始水平集函数可以不需要通过轮廓来定义,从而避免了轮廓初始化问题。数值实验表明本文算法

在没有水平集初始轮廓时也能正确地分割图像,并且比基于有限差分格式的水平集方法和基于紧支径向基函数

的图像分割算法具有更快的收敛速度,因此是一种有效的图像分割算法。

  
a            b            c

  

d            e            f

  

g            h            i

  

j            k            l
注:第1列是原始图像,第2列是本文算法的分割结果,第3列是文献[14]的算法的分割结果。

图2 两种算法对应于不同图像的分割结果

表2 图2中分割结果对应的计算时间和迭代次数

初始轮廓
本文算法 文献[14]的算法

计算时间/s 迭代次数/次 计算时间/s 迭代次数/次

图2(a) 16.33 4 21.32 12

图2(d) 21.55 5 27.29 14

图2(g) 19.49 6 27.01 19

图2(j) 21.58 12 29.93 26
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AnAlgorithmUsingInverseMultiquadricsFunctionsforImageSegmentation

LIShuling1,CHENYong2

(1.CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity;

2.CollegeofComputerandInformationScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Thelevelsetmethodiswidelyusedinimagesegmentation.Traditionallevelsetmethodsarehighlysensitivetoinitialcon-
toursandneedcostlyre-initializationprocedures.Totacklethisdrawback,thispaperdevelopsanovelimagesegmentationalgorithm
usinginversemultiquadricsradialbasisfunctions.Thenonlinearvariationallevelsetevolutionequationiscastintoasystemofmath-
ematicallymoreconvenientordinarydifferentialequations.Experimentalresultsindicatethattheproposedimagesegmentationalgo-
rithmisfreeofre-initialization,andcansegmentimagesquicklyevenwithoutanyinitialcontour.Thus,thedrawbackoftraditional
levelsetmethodsisavoidedcompletely.
Keywords:radialbasisfunctions;imagesegmentation;variationallevelsetmethod;evolutionequations

(责任编辑 黄 颖)

611 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn     Vol.32No.2


