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半定规划的一种 Mehrotra 型预估-校正算法 
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摘要：将一种 Mehrotra 型预估-校正算法推广到半定规划。首先给出了半定规划基于 Mehrotra 型预估-校正算法的一些基本理

论，尤其是对称化技术；随后通过分析这种算法的迭代复杂性，给出算法的重要思想：在校长步中采用安全策略，给出新算

法的最大预估步长的上界，算法过程中对最大预估步长进行削减策略：当最大预估步长大于某个阈值时，对此步长进行削减

（可重复），从而得到合适的校正步长下界；最终通过采用以上策略及 NT 搜索方向，得到了该算法的多项式复杂界。 

关键词：大步校正算法；Mehrotra 型预估-校正算法；半定规划；多项式复杂性 
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自 1984 年 Karmarkar 为线性规划(LP)提出了一个有效的内点算法以来[1]，线性规划内点算法便成为优

化领域研究的热点之一。半定规划(SDO)是线性规划的推广，在许多领域都有广泛的应用[2]。Mehrotra型预

估-校正算法有着良好的计算效果备受大家青睐[3-4]，但是这种算法在校正步可能会出现步长很小甚至为零

的不良状况.为此，Salahi等人通过引入一个“安全策略”(safeguard strategy)[4]，使得这种修正算法最终被证

明具有多项式复杂性，数值实验表明它也保持了 Mehrotra 型预估-校正算法的有效性.本文将[4]中的修正算

法推广到 SDO上来.模型的改变导致分析困难，尤其是对称性问题.本文采用备受青睐的 NT 方向 

作为牛顿搜索方向，通过一些分析技巧，证明了算法的多项式复杂性. 

号约定：记
n

R 为 n维欧式空间，
n n

R 为n n 矩阵集， , ,n n n

 S S S 分别表示n n 对称矩阵集、半正

定矩阵集、正定矩阵集；任意
n nRM ，

1
( )

n

iii
Tr


M M ， • ( )TTrA B A B ；任意

nM S ， ( )i M  

( 1, , )i n  、 max ( ) M 、 min ( ) M 分别记M 的特征值、最大和最小特征 max min( ) ( ) ( )cond  M M M ；

矩阵 X 与S 的 Kroneker积记 X S；
m nRX ， ( )vec X 表示一mn 维的列向量. 

1 SDO 问题的基本理论 

1.1 SDO问题 

考虑如下半定规划问题 
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               min{ | , 1,..., , }n

i ib i m    C X A X X S                         (1) 

其中
1( , ), ,n T m

mb b b   RC S , X 为原始矩阵变量.问题(1)的对偶问题为： 

             
1

max{ |  , }
m

n

i i

i

T yb y 



   A S C S S                           (2) 

其中 ( , ) nmy  R SS 为对偶矩阵变量. 原始-对偶可行集及其相对内部分别为： 

1

( , , ) 1, , ,,{ }
m

n m n

i i i i

i

y b i m y 



        R ∣F X S S S A X A S C  

0

1

( , , ) 1, , ,,{ }
m

n m n

i i i i

i

y b i m y 



        R ∣F X S S S A X A S C  

本文作如下假设: (i)
 F ,     (ⅱ)矩阵 , 1,...,i i mA 线性无关. 

在以上假设下，问题(1)和(2)的中心路径方程 

          
1

, , 1, , ,

, ,

.

n

i i

m
n

i i

i

b i m

y









    



  

 



A X X S

A S C S S

XS I

                        (3) 

有唯一解 ( ( ), ( ), ( ))y  X S .随着 趋于 0,  -中心( ( ), ( ), ( ))y  X S 的极限
* * *( , , )yX S 即为问题

(1)和(2)最优解. 

1.2 SDO的搜索方向 

当 ,X S 对称时，XS 一般不对称，故对方程(3)采用对称化技术[5]：对任意给定的非奇异矩阵
n nRP ，

引入对称化算子 : n n n

PH  R S ，定义 

1 1 T1
( ) [ ( ) ]

2
H   P M PMP PMP  

当 ( ) , 1, ,i i n   RM 时，有 ( )H    P M I M I [5]. 

本文将非奇异矩阵P 限制在如下矩阵类上： 

            2 2( , ) ,{ }| ,n n

   P X S P S P X X SS SXP S                        (4) 

则方程(3)的第 3 式替换为 ( )H 
P

M I ，运用牛顿法，得如下牛顿方程为 
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1

1, , ,

0,

( ) ( ).

0,i

m

i i

i

g

i m

y

H H



  



   

     











P P

A

A S

X S XS I XS

X

                      (5) 

方程(5)的解( , , ) n m ny     RX S S S 即为牛顿方向， [0,1]  为心中参数，( , , )yX S 处的对偶间隙 

为 • /g n  X S . 特别地，当 1 2P W [6]且 , n

X S S 时，有 ( , )PP X S ，这里 

            
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) W X X SX X

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) S S XS S                (6) 

此时称P 为 NT 尺度矩阵，对应于方程(5)的解( , , )y  X S 为 NT 方向. 

本文整个算法在如下宽邻域内 

( ) {( , , ) ( ) }min gN y   

   ∣FX S XS  

内进行，这里 1(0, )
4

  . 设当前点为( , , ) ( )y N 

X S ，则新的迭代点和新的对偶间隙为 

                             ( ( ), ( ), ( )) ( , , ) ( , , )y y y       X S X S X S                      (7) 

                                 
( ) ( )

( )g
n

 
  

X S
                                (8) 

Mehrotra 型预估-校正算法的预估步迭代方向是通过解方程 

1

0,

0, 1,...

(

,

) (

,

).

a

i

m
a a

i i

i

a a

y

H H

i m



 



   

  







 





P P

A X

A S

X S X S XS

                         (9) 

得到，计算此方向上的最大可行步长 (0,1]a  ，使( ( ), ( ))a a X S
n n

  S S . 但算法并不执行此步而 

是利用预估步的信息，计算方程组 

  
1

0 , 1 , . . .

0,

, ,

( ) ( ) ( ).

i

m

i i

i

a a

g

i m

y

H H HP P P

A X

A S

X S XS I X S XSs m

=

ìï Dïïïïï D + D =í
ïïïï D + D = - D -ïïî

= =

å

g

         (10) 

得校正步的迭代方向 ( , , )y  X S ，其中
3(1 )a   ，计算最大可行步长 c ，使新的迭代点

( ( ), ( ), ( )) ( )y N   

X S . 

为了便于分析，记 ˆ ,X PXP
1 1ˆˆ , ,    X P XP S P SP

1 1ˆ    S P SP ， ˆ a a  X P X P ，

1 1ˆ a a   S P S P ，则 
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( )HP X S XSD + D  

1 1 1 1 1 1 1 1 T1
[( ) ( ) ]

2
PXPP SP P XPP SP PXPP SP P XPP SP

- - - - - - - -= D + D + D + D  

T1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ[( ) ( ) ] ( )
2

HX S XS X S XS X S XS= D + D + D + D = D + D  

这里H H I
，同理可得 ˆˆ( ) ( )a a a aH H

P
X S X SD = D D ，从而 (10)的第三个方程等价为 

                              ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )a a

gH H H      X S XS I X S XS                    (11) 

引入
1 ˆ ˆˆ ( )
2

   E S I I S ，
1ˆ ˆ ˆ( )
2

   F X I I X ，根据Kroneker 积和 ( )vec X 的定义，以及向

量相等的条件，可以验证 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )vec vec      S X XS S I I S X  

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )vec vec      X S SX X I I X S  

于是 

T1 ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( (( )ˆ ( ) ))ˆˆ ˆ( ))
2

(vec H vec       X S XS X S XSX S XS  

1 1ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

vec vec         S I I S X X I I X S  

于是矩阵方程(11)等价于如下向量方程 

                         ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ( ) ( ))a a

gvec vec vec H H       E X F S I X S XS              (12) 

易证 ˆ ˆˆ ˆ( , ) { }n

  ∣P X S P S XS SX ，即 X̂ 和 Ŝ 可交换，从而 Ê 和 F̂ 可交换.  

在 LP[4]中，由于 Mehrotra 型预估-校正算法为了保持迭代点始终在中心线的某个邻域内，校正步长可

能会很小甚至为零.这种病态可能会导致算法实际计算的低效率和理论上不具备多项式复杂性，通过引入

“安全策略”和采用削减最大预估步长的策略，最终可得到算法的多项式复杂性,本文的算法正是鉴于上述 

思想. 

2  SDO 带有安全策略的 Mehrotra 型预估-校正算法 

下面的定理给出了最大预估步长的下界,详见文献[7]. 

引理 1[7] 设( , , ) ( ),y N 

X S  ( , , )a a ay  X S 是方程(9)的解，令
1ˆ ˆG E F ，则使 

( ), ( ) n

a a  X S S 的最大预估步长 a 满足 

2 2 ( )

( )
a

n cond

n cond

  


 


G

G
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推论 2 设P 为 NT 尺度矩阵，则
1

2
a

n


   

证明 由于P 为 NT 尺度矩阵，则 ˆˆ X S ，于是 ˆ ˆE F ，由引理 1，知cond( )=1G ，故 

2 2
a

n

n

  


 
 ，注意到 1

n


 ，则

2 2 2 1

22
1 1

n

n nn

   



 
 

 

.                证毕 

引理 3 设( , , ) ( )y N 

X S ， ( ,X , )y S 是方程组(10)的解，则 

           2( ( ) ( )) (1 ) ( ) ( ) ( )a a

gH H I H H             P P P PX S XS X S X S         (13) 

( ) (1 )g g                                   (14) 

证明 由(7)式可得 

2( ) ( ) ( )         X S XS X S XS X S  

由 ( )H 
P

的线性性及(10)的第 3 式，即可得(13)式. 因为 ( ( )) ( )Tr H TrP M M ,故 

( ) ( ) ( ( ( ) ( )))Tr H    PX S X Sg  

2 ((1 ) ( ( )) ( ( )) ( ))a a

g PTr H Tr Hn Tr           P PXS X S H X S  

2(1 ) a a

gn         X S X S X Sg g g  

由(9)、(10)易证 0a a  X S ， 0  X S ，利用(8)式，即可得(14)式。 证毕 

引理 4[7] 设给定( , , ) ( )y N 

X S ，( , , )y  X S 是方程组(10)的解，则 

3
2122

22
( ( )) 1

|| ( ) [(1 2 ) ]
2 4

{ } g

P

ncond
H


 

 
     ‖F

G
X S  

推论 5 设P 为 NT 尺度矩阵，若
3(1 )a   ，则有 

2

|| ( )
gn

H



  ‖

P F
X S  

证明 设P 为 NT 尺度矩阵，cond( )=1G ，利用引理 4 及
1

(0, )
4

  ，即可得结论. 证毕 

引理 6[7] 设P 为 NT 尺度矩阵，定义
1

( )
: max

( )
{ }

T a a

Tu

u H u
t

u H u

 


‖‖

P

P

X S

XS
，则

1

4
t  . 

引理 7 设P 为 NT 尺度矩阵，( , , ) ( )y N 

X S ， ( , , )y  X S 是(10)的解，其中
3(1 )a   ，
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则当 

(0,1]a  满足 

1

31
1

( )a

t



 


                                  (15) 

时，最大校正步长是严格可行的 

证明 由题意，只需要在 (0,1]上找到使
min ( ) ( )) ( )( g    X S 的最大校正步长

c ，又

min min( (( ) ( )) ( ( ) ( )))H      PX S X S [7],故只要找到满足 

   
m i n ( ( ) ( ) ) ) (( )gH     

P
X S                            (16) 

的最大
c 即可. 由(13)及

min ( )  在对称矩阵空间上为凹函数，可得 

min ( ( ( ) ( )))H  P X S 2

min ((1 ) ( ) ( ) ( ))a a

gH H H            P P PXS I X S X S  

                  
2

min min((1 ) ( ) ( )) ( ( ))a a

g H H H             P P PXS X S X S  

令 ( ) (1 ) ( ) ( )a aH H      P PQ XS X S ,由于 ( )Q 为对称矩阵，利用 min ( )  的定义[8]可知

min
1

( ( )) min ( )T

u
u u  




‖‖
Q Q ，即存在u ，且|| || 1u  ，使 min ( ( )) ( )Tu u  Q Q ，且

min ( ( )) ( ( ))TH u H u P PXS XS ，又由 ( )H
P

XS 是正定的且 0t  ，从而由t 的定义，可得 

( ) ( )T a a Tu H u tu H u  P PX S XS  

所以当
4

0
5

  （因为
1

0
4

t  ），由上述讨论知 

min ( ( ( ) ( )))H  P X S 2

min(1 ) ( ) ( ) ( ( ))T T

g u H u tu H u H          P P PXS XS X S    

2

m i n(1 (1 ) ) ( ) ( ( ) )T

g t u H u H          P PXS X S  

2

min min(1 (1 )) ( ( )) ( ( ))g t H H          P PXS X S  

注意到 ( , , ) ( )y N 

X S , min min( ( )) ( )H P XS XS [8]及(14)，故要使(16)成立，只需 

2

min[1 (1 )] ( ( )) (1 )g g gt H               P X S  

即 

 3min ( ( ))
(1 )(1 ) 0a

g

H
t


   



 
     P X S

                  (17) 

由于 ( ( )) ( ) 0Tr H Tr        P X S X S X S ，故 min ( ( )) 0H   P X S ，所以在最坏情况下，要使
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得(17)式成立，则
a 必满足 3(1 )(1 ) 0at       ，故引理结论成立.                         证毕 

为使最大校正步长
c 有明确的下界,令 

1

3
1 1

1
:

2( )a

t
 


 


                                (18) 

当
a 不满足(18)时，对

a 进行削减，令
1a  ，然后继续校正步(可重复此步)；如果最大校正步长

小于某个只与n有关的阈值时，我们令
1








，其中

1

4
   . 这样的选择，不仅可以保证最大校正 

步长的下界与 t 无关，还可以保证算法的多项式复杂性. 

推论 8 设P 为 NT 尺度矩阵，
1

0
4

    . 若
1








，则

2

( )
3

gn
H




  ‖ ‖

P F
X S  

证明 cond(G)=1且
1

1 3





 


，利用引理 4 及

1
(0, )

4
  ，即可得结论. 证毕 

定理 9 设
1

0
4

    ， ( , , )yX S ( )N 

 ，( , , )y  X S 是(10)的解，其中
1








，则

2

2

9

4
c

n


  . 

证明 由[8]知
2 2

min ( ( )) ( )H H     ‖ ‖P P FX S X S , 故 min ( ( )) ( )H H      ‖ ‖P P FX S X S ,由推

论 8 可得

2

min ( ( ))
3

gn
H





   

P
X S ，由(17)知，只要 

                 min ( ( ))
(1 ) 0

1g

H
t

 
  

 

 
    



P X S
                      (19) 

即可保证 ( ( ), ( ), ( )) ( )y N   

X S ，又因
1

0
4

t  ，故只要 满足
21

(1 ) 0
4 3 1

n 
  

 
    


 

即
2

2

9

4n


  时，(19)成立，从而最大可行步长

2

2

9

4
c

n


  ，从而定理得证. 证毕 

下面给出 SDO带有安全策略的Mehrotra型预估-校正算法的步骤： 

设邻近参数
1

(0, )
4

  ，安全参数
1

[ , )
4

  ，精度 0  ，初始点
0 0 0( , , ) ( )y N 

X S  

步骤 1：若 • òX S ，则算法终止；否则转步骤 2； 
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步骤 2：计算 NT 尺度矩阵 1 2 1 2 1 21 2 1 2 1 2(( ))  X X SX XP ； 

步骤 3：（预估步）解方程(9)，计算最大预估步长
a ，使( ( ), ( )) n n

a a    X S S S ； 

步骤 4：（校正步）若
1a  ，则令

1a  (削减策略)；解方程(10)，其中 3(1 )a   ,计算最大可

行步长
c ，使得( ( ), ( ), ( )) ( )c c cy N   

X S . 若
2

2

9

4
c

n


  ，解方程(10)，其中

1








 计算最大

可行步长
c ，使得( ( ), ( ), ( )) ( )c c cy N   

X S ； 

步骤 5：令( , , ) ( ( ), ( ), ( ))c c cy y  X S X S ，转步骤 1。 

下面的定理给出了上述算法的多项式迭代复杂界. 

定理 10 算法至多经过
5 0 0

2
•

log( )O n
ò

X S
次迭代，便可得到满足精度 • òX S 的解. 

证明 若 1a  且
2

2

9

4
c

n


  ，由(14)可 

2
( ) (1 ) 1

1
( )g g g

t
       


     



2

2

9 (2 3 )
1

4(2 2 )
[ ] g

r

r n





 


 

若 1a  且
2

2

9

4
c

n


  ， 有 

2

2

9 (1 2 )
( ) (1 ) 1 1

1 4(1 )
( ) [ ]g g g g

n

  
        

 


       

 
 

若 1a  且
2

2

9

4
c

n


  时，由(14)及推论 2，可得 

5

2
3

5

2

9
( ) (1 ) 1 (1 ) 1

8

( ) [ ]g g a g g

n


                   

由文献[8]的引理 6, 可得定理结论. 证毕 
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Abstract: The extension of Mehrotra-type predictor-corrector algorithm which was proposed by Salahi for linear optimization is 

obtained for semidefinite optimization. Firstly ,the basic theories of algorithm based on Mehrotra-type predictor-corrector 

algorithm for Semi-definite are introduced, especially the selection of symmetrical technique. Then followed by giving the 

iteration complexity analysis of this algorithm, the important thought of the algorithm is explained: the safeguard strategy is used 

in the algorithm, the above bound on the maximum feasible step in the predictor step is given. A cut strategy for the maximum  

feasible step in the predictor step is provided：when the maximum  prediction step size is greater than a certain threshold, 

this step is cut  (repeated), so the lower bound in the corrector step is obtained. Based on these strategy and the NT search 

direction, the polynomial complexity of new algorithm is obtained. 

Key words: large-update method；mehrotra-type predictor-corrector algorithm；semidefinite optimization；polynomial complexity  

 

 


