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非凸二次规划问题的一个全局优化方法 
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摘要：考虑的问题是线性约束下极小化二次目标函数的数学规划问题(QP)。在可行域是非空紧集假设下，利用KKT条件，将

原问题等价转化为带线性互补约束、线性目标函数的问题(LPC)，对(LPC)提出了一个全局优化算法。该方法的主要思想是生

成一个点对序列，使它或在有限步迭代后终止于(LPC)的最优解或收敛于(LPC)的最优解。证明了算法的收敛性，并通过求解

构造的实例说明了此方法的有效性。 
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1 预备知识 

 本文将探讨有效求解一类非凸二次规划全局极小化问题，该问题的一般形式可表示为： 

( QP )    
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f x x x c x
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其中Q 是n n 的实对称矩阵， A 是m n 的实矩阵,
T

1( ,..., )nc c c ，
T

1( ,..., )mb b b 。若Q 是正定或半正

定的，那么( QP )在多项式时间内是可解的。在本文中，我们考虑Q 是不定或半负定的情况。 

设 { | }nD x x b  R A 为( QP )问题的可行域,若 D无界或非闭时，( QP )的全局极小值不一定存在。

本文总假设 D是
n

R 中一个非空紧集，由维尔斯特拉斯定理(Weierstrass theorem)可知，( QP )问题至少存在

一个最优解[1]。 

     对( QP )问题的全局最优解 *x ，必存在拉格朗日乘子向量 +* m R ，满足下列 KKT 条件： 
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而对于满足KKT条件的 ( ; )x  总有下面的关系成立： 
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T T T T T T T T T1 1 1 1 1 1
( ) ( )

2 2 2 2 2 2
x x c x c x x c x c x x c x b        Q Q A  

因此( QP )问题的最优解可通过求解下列带线性互补约束线性目标函数的极小化问题 (LPC) 得到[3]。 
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二次规划是一类非常重要的非线性规划问题，它有着广泛的实际背景，也是最优化领域的一个研究热

点问题之一。在有约束的非凸二次规划中，已证明仅检验局部最优解是 NP-Hard 的[1,2]。从计算的角度来说，

这意味着在最坏的情况下，要找到全局最优，计算花费的时间将会呈指数增长。解决这类问题，已有很多

有效的方法。例如，Buret S.和 Vandenbussche D.用半定规划的方法得到了一个有限分支定界算法[3]
 ， 

Sherali H.D.、Tuncbilek C.H.提出ReformuIation–Linearization–Technique (RLT)方法[4]
 以及Vandenbussehe D.

和 Nemhauser G.提出了分支切割方法[5]，在文[6]中作者利用全局最优性条件提出了一种求解双值混合二次

规划的全局优化算法等。本文根据文[7]的思想提出了求解 (LPC) 最优解的一种全局最优化方法，该方法的

基本思想是生成一个点对序列 1,2,...{( ; )}k k

kx   ,使它或在有限步内终止于 (LPC) 的最优解或收敛于 (LPC)

的最优解。本文其他内容安排如下：第二节给出了 (LPC) 的等价形式和松弛形式；在第三节提出了求解问

题的全局优化算法并证明了算法的收敛性；在第四节构造了问题实例对所提出的算法进行了有效性验证。 

2  等价形式和线性松弛形式 

设w b x  A ，则存在有界多胞形
mW  R  ，问题 (LPC) 可以化为下列形式： 
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问题 (P)和问题 (LPC) 在下述意义下是等价的： 

如果 ( *, *)x  是 (LPC) 的一个最优解,当且仅当 ( *, *, *)x w 是 (P)的一个最优解，此处 * *w b x  A 。 

令 S 是包含于W 的一个多胞形且 S 的顶点集合为
1 2( ) { , ,..., }V S s s s ，考虑在问题 (P)中将W 替换为

S 后的问题 (P(S))： 
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基于 (P(S))定义下面的问题 1(P (S))： 
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问题 1(P (S))和问题 (P(S))最主要的差别是引入了变向量
1 2, ,...,    和  去表示 和w，从而将问题

(P)中的非线性约束
T 0w  松弛为 1(P (S))中的线性约束

T

1

( ) 0i i

i

s





  。这种松弛技术具有下述性质： 

定理1 设 ( ( ), ( ), ( ))x S S w S 和
1( ( ), ( ),..., ( ), ( ))x S S S S   分别表示 (P(S)) 和 1(P (S)) 的最优解；

( )g S 和 1( )S 分 别 表 示 (P(S)) 和 1(P (S)) 的 最 优 值 ， 那 么 ： i) 1( ) ( )S g S  ； ii) 如 果

T
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i
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S s S
 

 
 

   
   

   
  ， 那 么 ( ( ) , ( ) , ( ) )x S S w S 是 问 题 (P(S)) 的 一 个 最 优 解 ， 此 处

1

( ) ( )i

i

S S


 


 ，
1

( ) ( ) i

i

i

w S S s





 。 

证明 i) 由于对任意 w S 都存在 0, 1,2,..., ,i i   且
1

1i

i






 使得
1

i

i

i
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 。定义
i

i   ，

显然有
1

i
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 。因此对于 (P(S)) 的每个可行解 ( , , )x w 都有
1( , , . . . , , )x    与之相对应，且

1( , ,..., , )x    满 足 1( P ( S ) )的 前 两 个 约 束 ； 由 于
T T T

1 1

( ) ( ) 0i i i

i

i i

s s w
 

   
 

    ， 因 此

1( , , . . . , , )x   是 1(P (S))的一个可行解。这就说明 1(P (S))是 (P(S))的一个松弛问题，所以 1( ) ( )S g S  。 
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ii) 设
1( ( ), ( ),..., ( ), ( ))x S S S S    是 1(P (S)) 的 一 个 最 优 解 ， 取

1
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 。明显地， ( ( ), ( ), ( ))x S S w S 满足问题 ( ( ))P S 中除约束
T( ) ( ) 0S w S  以外的其余约

束，因此当

T
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i
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  时， ( ( ), ( ), ( ))x S S w S 是 (P(S)) 的一个可行解，

进而由(i)的结论可知， ( ( ), ( ), ( ))x S S w S 是 (P(S))的一个最优解。 

下面来证明松弛问题最优值的一个单调性质。 

引理 1 如果W 中两个多胞形
1S 、

2S  满足 
2 1S S ，那么有

1 2

1 1( ) ( )S S  。 

证明. 设 111 11 12( ) { , ,..., }V S s s s


 ， 222 21 22( ) { , ,..., }V S s s s


 分别是
1S 和

2S 的顶点集合。 下面只需

证：对
2

1(P (S ))的每一个最优解 2221 22 2( , , ,..., , )x
    ，必存在

1

1(P (S ))的可行解 1111 12 1( , , ,..., , )x
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 。  由 于  
2 1w S S  ，  因 此 ， 存 在 向 量  
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2
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         ， 

这说明 1111 12 1( , , ,..., , )x
    是

1

1(P (S )) 的一个可行解。  因此，  对
2

1(P (S )) 的每一个可行解

2221 22 2( , , ,..., , )x
    ， 必 存 在

1

1(P (S )) 的 可 行 解 1111 12 1( , , ,..., , )x
    ， 使 得
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    。 

3  全局优化算法和收敛性 
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基于上一节所给的松弛问题，我们在这一节给出求解问题 (QP) 的一个全局优化算法.算法中将 1(P (S))

的最优解
1 2( ( ), ( ), ( ),..., ( ), ( ))x S S S S S    用 ( ( ), ( ), ( ))x S S w S 来表示，其中

1

( ) ( )i

i

S S


 


 ，

1

( ) ( ) i

i

i

w S S s





 。 

算法的主要思想是将 (QP)问题转化为 (LPC) 后，通过求解与 (LPC) 等价的问题 (P)，从而得到 (QP)问

题 的 最 优 解 。 对 于 问 题 (P) ， 构 造 多 胞 形 序 列 1,2,...{ }k

kS  和 相 对 应 的 最 优 解 序 列

1,2,... 1,2,...{( , , )} { ( ), ( ), ( )}k k k k k k

k kx w x S S w S   满足： 

(i) 存在某个 k 使得 ( , , )k k kx w 是问题 (P)的一个最优解；或者  

(ii) 序列 1,2,...{( , , )}k k k

kx w  的每一个聚点是是问题 (P)的一个最优解。 

3.1 全局优化算法 (GOA) 

初始化. 对于问题 (P)，构造至少有点w的单纯形
mW  R 。令

1S W ，求解松弛问题
1

1(P (S ))，获得最优

解
1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( ), ( ), ( ))x w x S S w S  和最优值

1 1( , )g x  ，记
1 1 1( , )g x  。若

1 T 1( ) 0w   ，  则令

1 1 1( , )g x  ，
1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , )x w x w  。否则,令

1   . 1k  ,
1

1 { }R S 。执行下面的步骤(i) 到(vi)。 

i) 若
k k  ， 则停止。 ( , , )k k kx w 是问题 (P)的最优解而

k 是最优值； 

ii) 若
k k  ，则将

kS 剖分成 1 2, ,...,k k k

vS S S  满足 1

v k k

j jS S  且 int intk k

j jS S  ，此处 int A表

示集合A的内部； 

iii) 对每个 1, 2,...,j v ， 求解问题
k

1(P (S ))，获得最优解 ( ( ), ( ), ( ))k k k

j j jx S S w S ，对应的最优值为

( ( ), ( ))k k

j jg x S S ， 记 ( ) ( ( ), ( ))k k k

j j jS g x S S  。 如 果 ( ) ( ) 0k T k

j jw S S  ，  那 么 更 新

min{ , ( ( ), ( ))}k k k k

j jg x S S    ，记与
k 相对应的当前最好的可行解为 ( , , )k k kx w ； 

iv) 令
1k k   ，

1 1 1( , , ) ( , , )k k k k k kx w x w     ， 1 \{ } { | 1,2,..., }k k

k k jR R S S j v   ， 

1

1min{ ( ) : }k

kS S R 

  。 

v) 选择 1kS R   使
1( ) kS   ， 令

1kS S  ,
1 1 1 1 1 1( , , ) ( ( ), ( ), ( ))k k k k k kx w x S S w S       。 

vi) 执行下一步迭代。 
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上面的算法生成序列 1,2,...{( , , ), , }k k k k k

kx w    。可以证明 1,2,...{ }k

k  是问题 (P)最优值下界的一个不

减序列，假如算法迭代至第 k 步终止，则
k k  且 ( , , )k k kx w 是最优解。 

引理2. 1,2,...{ }k

k  是问题 (P)最优值下界的一个不减序列。 

证明 
k 是问题 (P)最优值的下界是显然的，只需要证明单调性。 对任意 kS R ，由算法在第(iv)步选

择的
k 和第(v)步的

kS ，容易知道 ( ) ( )k kS S     。因为将
1 2, ,...,k k k

vS S S  加进 kR 构成的 +1kR 是
kS 的

一个子集，由引理1 可知对任意 1,2,...,j v ，都有 ( ) ( )k k

jS S  。因而对任意 1kS R  有 ( )k S   ，

这说明序列 1,2,...{ }k

k  是不减序列,即
1k k   。                                               证毕 

3.2 算法实现和收敛性 

下面讨论如何选择初始单纯性及单纯性剖分规则和算法的收敛性。 

构造初始单纯形。因为Z是紧集，定义非负实数 j  , j  ( 1,..., )j m  如下； 

max{0,min{ : , 0( )}}j j iw w b x w i j     A ， 

max{ : , ( 1,2,..., )}j i i iw w b x w i m     A 。 

如果某个 0j  ， 则问题 (P)是不可行的，这是因为不能满足约束 0b x A 。 

假定 0j  （ 1,2,...,j m ）， 定义数 和集合W 如下： 

1

max : ,
m

i

i

w w b x w 


 
    

 
 A ， 

1

: ( 1,..., ),
m

m

j j j

j

W w w j m w 



 
     
 

R 。 

显然W 是有m + 1个顶点
1 1,..., mw w 

（此处
1

1( ,..., )m

mw    ）的单纯形且对每个 1,...,j m ，顶点
jw

定义如下： 

1

m
j

j i j

i

w   


   ， ( 1,..., ; )j

i iw i m i j   。 

单纯形剖分。设S是有顶点集
1 1( ) { ,..., }mV S s s  的单纯形，选择点 \ ( )r S V S ，其唯一被表示为 

1

1

m
i

i

i

r s




 ，其中 0 ( 1,2,..., 1)i i m    ，且
1

1

1
m

i

i






 。 

定义单纯形
1 1 1 1{ ,..., , , ,..., }i i m

iS co s s r s s   ，这儿coA表示 A的凸包。 

(GOA)的收敛性。 
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定理2 当算法(GOA)在第(i)步终止时， ( , , )k k kx w 是问题 (P)的一个最优解。 

证明 注意到当算法终止时 ( , )k k k kg x     成立，且由引理3.1可知
k 是问题 (P)的最优值的一个

下界且又 ,k kw 满足互补约束 ( ) 0k T kw   ，因此 ( , , )k k kx w 是问题 (P)的一个全局最优解。      证毕 

定理3 若问题 (P)有最优解 ，由算法(GOA)生成序列 1,2,...{( , , )}k k k

kx w  的每一个聚点是问题 (P)的全

局最优解。  

证明 设 ( *, *, *)x w 是序列 1,2,...{( , , )}k k k

kx w  的任意聚点，{( , , )}k k k

k Kx w 
是收敛于 ( *, *, *)x w 的

子序列。 因为集合{( , ) | 0, }mx w x w b w W   A 是闭集，故 * 0, * , * * 0x w W x w b    A 。 

假定对任意 1,...,i m 有
*ki i  ，从定理3.2知 { } { ( )}k k

k K k KS   是问题 (P)的最优值 *g 的单

调不减有界序列，所以{ }k

k K  存在极限 * 。因为剖分是穷尽的，所以 { *}k

k K
S s


  , *s W ，因此

kS 的

顶点 ( 1,2,..., 1)kis i m  ，都有 *kis s ，从而 * *w s 。注意到 
1 T

1
( ) 0

m ki ki

i
s 




 ， 则有 

1 1 1
T T T

1 1 1

1 1 1
T T T T T

1 1 1

0 lim ( ) lim(( ) ) lim( ) (lim )

( *) (lim ) ( *) (lim ) ( *) lim ( *) (lim ) ( *) *

m m m
ki ki ki ki ki ki

k K k K k K k K
i i i

m m m
ki ki ki k

k K k K k K k K
i i i

s s s

s s s s s

  

    

  

   
  

  

   
  

   

 
    

 

  

  
 

可知， ( *, *, *)x w 是问题 (P)的一个全局最优解。 证毕 

4  数值实例计算 

构造如下数值实例来说明算法的实现过程： 

T T1
min ( )

2

s.t.

f x x x c x

x b

 



Q

A

 

其中:
2 4

4 8

 
  

 
Q ，

T(2,4)c  ，

1 1

1 0

0 1

  
 


 
  

A ，

4

2

3

b

 
 


 
  

。 

将此问题转化为下列带线性互补约束线性目标函数的问题： 
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T T
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它等价于下面的问题： 

3

1
min ( , ) ( )

2

0,

0,

0,

0, 0,

g x c x b

x y c

x w b
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x w W
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T
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其中W 是根据3.2节的方法所构造的单纯形， 

1 0 0 0

= 0 1 0 0

0 0 1 0

W

        
        
        
                

， ， ， 。 

令
1S W ，  解 松 弛 问 题

1

1( P ( S ) )得 到 最 优 解
1 1 1( ( ) , ( ) , ( ) )x S S w S ， 其 中

1( ) ( 1 , 3 )Tx S  ，

1( ) (12,0,28)TS  ，
1( ) (0,1,0)Tw S  ，最优值

1 1 1( ) ( ) 11S g S     。由于
1 1( ) ( ) 0TS w S  ，

1 1 1( ( ), ( ), ( ))x S S w S 是
1

1(P (S ))的一个可行解，所以 (1,3)Tx  是原问题的最优解,最优值为 11 。 
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Abstrct: In this paper, considering the problem (QP) is that minimum quadratic objective function with linear constraints. Under 

the hypothesis of the feasible region is non-empty compact set, using the KKT conditions of the problem, to bring the original 

problem is transformed into the problem of linear objective function with complementarity constraints(LPC). On a global 

optimization algorithm is proposed. The main idea of the method is to generate a sequence of points either ending at a global 

optimal solution within a finite number of iterations or converging to a global optimal solution of the (LPC). To prove the finite 

convergence of the algorithm, and by solving construction example is given to illustrate the effectiveness of this method.  
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