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摘要：许多科学工程问题可归结为求解非线性椭圆问题,讨论二维非线性椭圆问题的离散格式及其数值解

法。首先, 将泊松方程的四阶紧致差分格式推广至二维非线性椭圆问题,提出了紧致差分(CFD)格式，基于

CFD 格式,选取合适的步长，形成粗网格层和细网格层。在粗网格层上，使用牛顿法求得对应的非线性方程

的高精度数值解；在细网格层上，运用插值算子将粗网格上的数值解进行插值，得到细层上较好的初始值，

并再次使用牛顿法进行求解,提出了 CFD 格式下的瀑布两网格(CTG)法。数值实验表明提出的 CFD 格式具

有四阶计算精度，CTG 法迭代步数少、计算时间短. 
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有限差分法是求解偏微分方程(PDE)的一类常见的离散方法。为了提高有限差分法的精

度，文献[1-5]提出了求解泊松方程的高精度差分格式。文献[6-7]给出了对流扩散方程的高阶

差分格式。文献[8]讨论了 Navier-Stokes 方程组的高精度紧致差分格式。 

多重网格(MG)法是快速求解 PDE 离散化方程组常用的一类数值算法。其中，瀑布型多

重网格(CMG)法只需要插值和磨光，算法简洁高效，成为 MG 法研究领域的热点之一。CMG

法于上世纪 90 年初，由 Bornemann F, Deufhard P 等人提出(见文献[9])。文献[10]中大量的数

值实验表明 CMG 法非常有效。石钟慈、许学军对 CMG 法进行理论分析
[11 15]

。李郴良提出

使用高效的插值算子，有助于加快 CMG 法的收敛速度
[16]

。许进超提出了求解非线性椭圆

问题的两网格法
[17]

。Timmermann、黄云清、周叔子等人进一步研究了求解非线性椭圆问题

的 CMG 法
[18 25]

。 

为了进一步发展非线性椭圆方程的离散格式和 CMG 法。我们在文献[1]的基础上，提出

了离散一类二维非线性椭圆问题的紧致差分(CFD)格式。基于该离散格式，结合文献[16,25]

的思想，提出了瀑布两网格(CTG)法。数值结果表明，CFD 格式计算精度为四阶。CTG 法

无需使用中间网格层，计算量少、计算时间短、稳健性强。 

 

1 模型问题及差分格式 

考虑如下二维非线性椭圆问题 

    
( , ) ( , , ) , i n

( , ) 0 , o n

u x y f x y u

u x y





  


 
，                        (1) 

其中， ( , )u x y 为待求的足够光滑的函数，源函数 ( , , )f x y u 是以 x , y ,u 为自变量的已知连

续函数， 为二维凸多边形区域。 
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当
2( , , ) ( )f x y u k u u 时( k 为与u 有关的参数)，方程(1)为非线性 Helmholtz 方程；当

( , , ) pf x y u u  时，方程(1)是天体物理学中的 Lane-Emden 方程；当
3( , , ) 4f x y u u 时，

即为化学反应中的 Arrhenius 源项。若源函数 ( , , )f x y u 与u 无关，则方程(1)是泊松方程。

因此方程(1)的数值解法在科学工程计算领域中有着重要的应用价值和研究意义。 

不妨取 为矩形区域[0, ] [0, ]x yL L 。将[0, ]xL 均分成 xn 等份，即 /x xx L n  ，类似

地，将[0, ]yL 分成 yn 等份， /y yy L n  ，取 /r x y  。网格点 ( , )i jx y 对应于 ix i x  ，

jy j y  ，0 xi n  ，0 yj n  。约定下标 ( , )i j 对应于网格点 ( , )i jx y 。 

文献[1]针对二维泊松方程 

( , ) ( , )u x y f x y  ， ( , ) [0, ] [0, ]x yx y L L   

基于上述网格剖分，提出了四阶紧致差分格式 

    

2
2

1 , 1 1 , 1 1 , 1 1 , 1 , 1 , 1

2
2 2

1, 1, , , 1, 1, , 1 , 1

1
[ ] (5 1)[ ]

2

(5 )[ ] 10(1 ) [8 ] (2)
2

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j i j
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u u u u r u u

x
r u u r u f f f f f

         

     


       


        

　　

。　　　

   

在文献[1]的基础上,使用 ( , , )f x y u 代替 ( , )f x y ，提出问题(1)的紧致差分(CFD)格式 

        

2
2

1, 1 1, 1 1, 1 1, 1 , 1 , 1

2
2 2

1, 1, , , 1 1,

1 1, 1 , 1 1 ,

1
[ ] (5 1)[ ]

2

(5 )[ ] 10(1 ) [8 ( , , ) ( , , )
2

( , , ) ( , , ) ( , ,

i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j i j

i j i j i j i j i j i j

r
u u u u r u u

x
r u u r u f x y u f x y u

f x y u f x y u f x y u

         

   

     


      


       

 

　　　　

　　　　　 1)] 3，　　　　　　（ ）

  

结合问题(1)的边界条件，由(3)式可得非线性方程组 ( , , ) 0F x y u  。选取一系列步长

0 / 2l

lh h ， 0,1, ,l M L ，为方便起见，取 l l lh x y    ，即 1r  ，由(3)式离散问题(1)

可得一系列对应的网格层 lZ 和非线性方程组 

( , , ) 0lF x y u  ， 0,1, ,l M ，L                        (4) 

其中，下标 l 对应于步长 lh 。 

2 牛顿法及瀑布型多重网格法 
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牛顿法是求解非线性方程 ( ) 0F u  常用的一类方法，当迭代解足够靠近问题真解时，

具有二阶的收敛速度。其算法流程如下 

算法 1  牛顿(Newton)法 

步骤 1  给定初始值
0u 及误差限

1 , 
2 , 置 : 0k  ; 

步骤 2  置 : ( )k kb F u , 若
1|| ||kb  , 转步骤 6, 否则, 转步骤 3; 

步骤 3  计算 ( )kF u 的 Jacobi 矩阵 '( )kF u , 记 : '( )k kA F u , 转步骤 4; 

步骤 4  解线性方程组
k k kA u b   得

ku ,  并置
1 :k k ku u u   , 转步骤 5; 

步骤 5  若 2|| ||ku   , 转步骤 6, 否则，置 : 1k k  , 
1:k ku u  , 转步骤 2; 

步骤 6  停止，输出有关数据. 

注：取
8

1 2 10     

初始值
0u 的选取，将直接影响牛顿法的迭代次数和计算时间。为了给出一个较好的初

始值，以实现问题的更快求解，人们发展了 CMG 法(详见文献[18-24])。该类算法的基本思

想是，首先求解粗层网格上的高精度近似解，接着，使用插值算子(通常取线性插值)为相邻

的细层网格提供初始值，再在该层上使用牛顿法进行求解，直至最细层网格。CMG 法流程

如下。 

算法 2  CMG 法 

步骤 1  使用 0k 次牛顿法求解 0( , , ) 0F x y u  的近似解
*

0u , 置 : 1l  , 转步骤 2; 

步骤 2  使用插值算子将
*

1lu  插值到相邻细层网格Zl 上，得
0

lu , 转步骤 3; 

步骤 3  以
0

lu 为初始值，使用 lk 次牛顿法求解 ( , , ) 0lF x y u  得
*

lu , 转步骤 4; 

步骤 4  若 l M , 置 : 1l l  , 转步骤 2, 否则输出
*

Mu 。 

其中, 步骤 2 中插值算子通常使用线性插值算子。 

3 瀑布两网格法 

在通常的 CMG 法中，需要使用多个中间网格层，用于将粗层上的解，逐层“传递”到

最细层。为了节省中间网格层上的计算量，李郴良在文献[16]中提出求解线性椭圆问题的瀑

布两网格法，即只使用最粗层网格和最细层网格，使用二次插值算子将最粗层上的解插值到

最细网格层。文献[25]将这一思想推广到非线性椭圆问题。借鉴文献[16,25]的思想，我们提

出 CFD 格式下瀑布两网格(CTG)法，其基本思想为：使用插值算子 3I 将最粗网格层 0Z 上的

高精度近似解
*

0u , 插值到最细层网格ZM 上，得到ZM 上初始值
0

Mu ，接着使用牛顿法求解

( , , ) 0MF x y u  。算法流程如下 
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算法 3  CTG 法 

步骤 1. 使用
0k 次牛顿法求解 0( , , ) 0F x y u  得

*

0u ; 

步骤 2. 插值，
0 *

3 0:Mu I u ; 

步骤 3. 以
0

Mu 为初始值，使用
Mk 次牛顿法求解 ( , , ) 0MF x y u  得

*

Mu ; 

与通常的 CMG 法(即算法 2)比较可知，CTG 法无需使用中间层网格 1Z , 2Z ,  

……, 1MZ  , 直接将最粗层上的解插值到最细层网格上。与文献[25]中基于经典的二阶中心差

分格式的牛顿—瀑布两网格法的不同之处在于，CTG 法是基于紧致差分格式（CFD）而提

出来的。 

4 数值实验 

为了验证本文提出的 CFD 格式及 CTG 法的有效性，在 :[0,1] [0,1]  上考虑如下算

例。 

算例 1  真解为
sin( )(e 1)log( 1)( 1)xu y y    ，源函数为 

sin( ) sin( )
3 2 sin( ) 2

2

2 sin( )

( 1)( 1) 2 2
( , , ) ln( 1) cos ( )( 1)

(   1)   1

     ln( 1) sin( )( 1).

x x
x

x

e y e
f x y u u y e x y

y y

y e x y

 




 

 

  
     

 

  

    算例 2  真解为
2 4 sin( ) 1

(1 )(1 )(e 1)( 1 )
cos( )

xu x y
y

     ，源函数为 

4 sin( ) 2 2 sin( )

2 4 sin( ) 2 2 4 sin( )

3

3 2 sin( )
sin( ) 2

2

1 1
( , , ) 2( 1)( 1)( 1) 12 ( 1)( 1)( 1)

cos( ) cos( )

( 1)( 1)( 1) 2sin ( )( 1)( 1)( 1)

cos( ) cos ( )

8 sin( )( 1)( 1)
sin( )( 1)(

cos ( )

u x x

x x

x
x

f x y u ue y e y x e
y y

x y e y x y e

y y

y y x e
e x x y

y

        

     
 

 
   4

sin( ) 4 sin( ) 2 2 4

1
1)( 1)

cos( )

1 1
4 cos( )( 1)( 1) cos ( )( 1)( 1)( 1).

cos( ) cos( )

x x

y

xe x y e x x y
y y

 

      

4.1 离散格式的比较 

本节比较经典二阶中心差分(SOCD)格式 

1, , 1, , 1 , , 1

,2 2

2 2
( , , )

i j i j i j i j i j i j

i j i j

u u u u u u
f x y u

x y

      
  

 
 

和本文提出的 CFD 格式的计算效率。对于这两种离散格式下的非线性方程组，均使用牛顿

法求解，初始值取元素全为 10 的列向量，其维数等于非线性方程的未知量个数。 
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约定“
*|| ||hu u  ”表示SOCD格式(或CFD格式)下步长h 对应的解

*

hu 与真解u 的无穷范

数误差。“cpu ”表示差分格式离散及求解的计算时间(s)。记“ k ”为求解过程中牛顿法的迭

代次数。记收敛阶order 为 

2

/ 2

|| ||
log

|| ||

h

h

u u
order

u u





 
  

 
。 

表 1  SOCD格式和 CFD格式下算例 1的数值结果 

1/  h  

SOCD  CFD 

*|| ||hu u   order  k  cpu  
 *|| ||hu u   order  k  cpu  

16 1.36E-03 ---- 8  0.03   9.02E-06 ---- 8  0.03  

32 3.37E-04 2.01  8  0.14   5.57E-07 4.02  8  0.21  

64 8.43E-05 2.00  8  0.55   3.47E-08 4.00  8  0.54  

128 2.11E-05 2.00  8  1.59   2.17E-09 4.00  8  1.97  

256 5.27E-06 2.00  8  6.13   1.36E-10 4.00  8  9.14  

512 1.32E-06 2.00  8  29.58   8.46E-12 4.00  8  43.66  

 

表 2   SOCD格式和 CFD格式下算例 2的数值结果 

1/  h  

SOCD  CFD 

*|| ||hu u   order  k  cpu  
 *|| ||hu u   order  k  cpu  

16 1.87E-03 ---- 14  0.05    2.84E-05 ---- 14 0.07  

32 4.73E-04 1.99  14  0.30   1.80E-06 3.98  14 0.35  

64 1.19E-04 1.99  14  0.87   1.13E-07 3.99  14 0.96  

128 2.97E-05 2.00  14  3.07   7.06E-09 4.00  14 3.10  

256 7.44E-06 2.00  14  12.46   4.42E-10 4.00  14 16.33  

512 1.86E-06 2.00  14  67.25    2.76E-11 4.00  14 95.38  

观察比较表 1、表 2 中数据可以看出： 

1) 相同剖分规模下，CFD 格式的计算精度远高于 SOCD 格式。比如，表 1 中1/ 512h 

时，SOCD 格式下的计算精度为
61.32 10 ，使用 8 次牛顿迭代，耗时 29.58 s，CFD 格式

下的误差为
128.46 10 ，使用 8 次牛顿迭代，耗时 43.66 s。可见虽然 CFD 格式耗时约为

SOCD 格式的两倍，但 CFD 格式的精度要高出 6 个量级。 

2) 计算精度大致相当的情况下，CFD 格式的计算规模更小、计算时间更短。比如表 1

中，对于 CFD 格式，1/ 32h  时计算精度为
75.57 10 ，计算时间为 0.21 s。对于 SOCD

格式，当1/ 512h  时计算精度为
61.32 10 ，计算时间为 29.58 s。可知，此时 CFD 格式

的计算精度与 SOCD 格式大致相当，在计算规模和计算时间方面，CFD 格式明显优于 SOCD

格式。 
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3) CFD 格式收敛阶更高。通过观察表 1、表 2 中order 对应的列，可知，CFD 格式收

敛阶为 4，而 SOCD 格式的收敛阶仅为 2。这意味着，当剖分步长缩小至原来的 1/2 倍时，

CFD 格式的计算误差仅为原误差的 1/16，有助于用较小的剖分规模，获得较高的计算精度。 

4) 使用牛顿法求解 CFD 格式下和 SOCD 格式下非线性方程的迭代次数基本相当。这意

味着，CFD 格式下非线性方程的求解难度与 SOCD 格式基本相当。 

4.2 多重网格法的比较 

本小节，比较 CFD 格式下，通常的 CMG 法和本文的 CTG 法求解离散算例 1 和算例 2

的计算效率。 

最粗网格层 0Z 上的初始值为元素全为 10 的列向量，其维数等于 0Z 上未知量个数。记

“
0h ”和“

Mh ”分别表示 0Z 和 MZ 上的步长。记“
*|| ||Mu u  ”表示算法求出的数值解

*

Mu 和真

解u 的无穷范数误差。记“cpu ”表示算法的计算时间(s)。 

 

表 3  2M  时，通常的 CMG法和 CTG法求解算例 1的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k   

*|| ||Mu u   cpu  
0k  2k  

32 128 2.17E-09 1.75 8 3 2  2.17E-09 0.95 8 2 

64 256 1.36E-10 6.22 8 2 2  1.36E-10 3.31 8 2 

128 512 8.46E-12 31.12 8 2 2  8.45E-12 16.44 8 2 

 

表 4  3M  时，通常的 CMG法和 CTG法求解算例 1的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k   

 *|| ||Mu u   cpu  
0k  3k  

16 128 2.17E-09 1.45  8  3  3  2   2.17E-09 0.53  8  2  

32 256 1.36E-10 5.96  8  3  2  2   1.36E-10 2.84  8  2  

64 512 8.46E-12 31.08  8  2  2  2   8.46E-12 14.87  8  2  

 

表 5  4M  时，通常的 CMG法和 CTG法求解算例 1的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k   4k  

 *|| ||Mu u   cpu  
0k  3k  

8 128 2.17E-09 1.50  8  3  3  3  2   2.17E-09 0.60  8  2  

16 256 1.36E-10 5.69  8  3  3  2  2   1.36E-10 2.63  8  2  

32 512 8.46E-12 30.01  8  3  2  2  2   8.46E-12 15.19  8  2  

 

表 6  5M  时，通常的 CMG法和 CTG法求解算例 1的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k   4k  

5k  
 *|| ||Mu u   cpu  

0k  5k  

4 128 2.17E-09 1.75  7  3  3  3  3  2   2.17E-09 0.80  7  3  
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8 256 1.36E-10 7.46  8  3  3  3  2  2   1.36E-10 3.00  8  2  

16 512 8.47E-12 31.18  8  3  3  2  2  2   8.46E-12 16.16  8  2  

 

表 7  2M  时，CMG法和 CTG法求解算例 2的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k   

*|| ||Mu u   cpu  
0k  2k  

32 128 7.06E-09 1.98  14  3  2   7.06E-09 1.03 14  2  

64 256 4.42E-10 7.07  14  2  2   4.42E-10 3.73 14  2  

128 512 2.76E-11 35.44  14  2  2   2.76E-11 18.78 14  2  

 

表 8  3M  时，CMG法和 CTG法求解算例 2的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k  

 *|| ||Mu u   cpu  
0k  3k  

16 128 7.06E-09 1.70 14 3 3 2  7.06E-09 0.59 14 2 

32 256 4.42E-10 6.55 14 3 2 2  4.42E-10 3.14 14 2 

64 512 2.76E-11 33.59 14 2 2 2  2.76E-11 16.33 14 2 

 

表 9  4M  时，CMG法和 CTG法求解算例 2的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k  4k  

 *|| ||Mu u   cpu  
0k  3k  

8 128 7.06E-09 1.65 14 3 3 3 2  7.06E-09 0.78 14 3 

16 256 4.42E-10 6.30 14 3 3 2 2  4.42E-10 2.88 14 2 

32 512 2.76E-11 31.68 14 3 2 2 2  2.76E-11 15.97 14 2 

 

表 10  5M  时，CMG法和 CTG法求解算例 2的数值结果 

0

1

h
 

1

Mh
 

通常的 CMG 法  CTG 法 

*|| ||Mu u   cpu  
0k  1k  2k  3k  4k  

5k  
 *|| ||Mu u   cpu  

0k  5k  

4 128 7.06E-09 1.70 14 3 3 3 3 2  7.06E-09 0.76 14 3 

8 256 4.42E-10 6.52 14 3 3 3 2 2  4.42E-10 4.18 14 3 

16 512 2.76E-11 31.25 14 3 3 2 2 2  2.76E-11 14.81 14 2 

 通过观察比较表 3 至表 10 中的数据，可以发现: 

1) 在相同计算规模下，通常的 CMG 法和 CTG 法具有相同的计算精度，但 CTG 法所

需计算时间约为 CMG 法的一半。 

2) CMG 法和 CTG 法中 0 , Mk k 分别对应相等。但 CTG 法无需使用中间网格层，省去

了离散形成中间网格层和在中间网格层上使用牛顿法，因此 CTG 法所需计算量少

于 CMG 法。 
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3) CMG 法和 CTG 法在各层上的迭代次数，不随剖分规模的增加而增加，具有较强稳

健性。 

 

5 结论 

本文中提出了离散非线性椭圆问题的 CFD 格式和该格式下的 CTG 法，数值实验验证了

CFD 格式具有四阶的计算精度，CTG 法计算时间短、计算量少、稳健性强。 
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Abstract: Many science engineering problems can be attributed to solve a nonlinear elliptic 

problem. In this paper, a compact finite difference (CFD) scheme and a numerical method are 

discussed for the two dimensional nonlinear elliptic problem. Firstly, a compact finite difference 

(CFD) scheme is proposed, based on a fourth order compact finite difference scheme for Poisson 

problem. Secondly, a coarse grid and a fine grid can be given, by choosing proper step length. On 

the coarse grid, Newton method is used to solve the nonlinear equation, and the high accuracy 

approximate solution is obtained. A better initial value is provided on fine grid, by using 

interpolation operator. Newton method is used again for the initial value. A cascadic two grid 

(CTG) method is proposed. Numerical experiments of the CFD scheme and CTG method are 

given, which demonstrate that the new CFD scheme with accuracies of fourth order, and the CTG 

method is effective. 

 

Keywords:  nonlinear elliptic problem;  compact finite difference scheme;  cascadic two grid 

method 
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