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摘要：应用最大模原理，给出一类解变系数双边空间分数阶偏微分方程的隐式有限差分格式,并证明这类格

式当分数阶导数 ]2,2/117[  时无条件稳定且由此得出其收敛阶为 )( 2htO  。最后给出数值算例验

证。 
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近几十年来，分数阶微分方程在工程、物理、金融、流体等领域得到了广泛的应用
]31[ 
。因为分数阶导

数具有良好的局部记忆性质，所以许多自然物理过程和动力系统过程用分数阶微分方程模拟通常比整数阶

微分方程更符合实际情况。对于一般的分数阶微分方程，比如变系数微分方程，其解析解是我们无法给出

的，而有的方程即使能求出其解析解，其解析解中大多都包含有特殊函数，其近似计算非常困难，故对于

分数阶微分方程的数值算法的研究就显得非常重要。 

目前，国内外许多学者都致力于研究分数阶偏微分方程的数值解，2003年，Lynch等人
]4[
给出两种数

值方法，分别利用 L2方法和 L2C方法离散空间分数阶导数。2004年，Meerschaert和 Tadjeran等人
]5[
提

出移位 Gru nwald-Letnikov算子求解单边及双边空间分数阶对流-扩散方程的有限差分格式，用

Gerschgorin定理证明了稳定性，且收敛阶为一阶。2005年，Yuste等人
]6[
应用Von-Neumann方法分析了分

数阶微分方程的有限差分格式。2006年，孙志忠教授等人
]7[
利用能量方法证明了全离散格式的对流-波动

方程的稳定性。2007年，刘发旺和庄平辉等人
]8[
研究了时间-空间分数阶对流-扩散方程的显式和隐式差分

格式，但是收敛阶为一阶。2009 年，许传炬教授
]9[
提出了解时间分数阶扩散方程的谱方法。还有很多学者

做的工作这里不一一详述。 

  本文研究下列变系数双边空间分数阶偏微分方程： 
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其中， ),(,0),(,0),(,21,0, txstxctxcTtRxL    是源项。 

满足的初边值条件为： 

0),(),(),()0,(  tRutLuxFtxu 。                       （2） 

本文基于最大模原理的思想，将利用经典 Gru nwald-Letnikov算子和移位 Gru nwald-Letnikov算子

进行加权平均构造新的算子先来近似求解方程（1）中左、右导数项
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二阶精度的隐式有限差分格式，并且用最大模原理证明其稳定性及其收敛性。 

1 预备知识 

在方程（1）中，关于左、右 阶导数的 Riemann-Liouville形式为 
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其中， 01nn  （n为整数）， 是伽马函数。 

计算左、右 Riemann-Liouville导数的经典 Gru nwald 公式和移位 Gru nwald公式分别为： 
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其中，  KK , 是正整数， kg 是 Gru nwald系数，且定义如下： 
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另外， kg 还具有如下性质： 
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2 二阶隐式差分格式的建立 

令 ),(),,(),,(),,(,, ,, ni
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 ,,1,0,,,1,0  , t 和 KLRh / 分别表示时间和空间上的步长。 

将（4）式和（5）式加权平均近似计算
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其中， 是加权系数且 10   。  

令
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考虑了方程（1）的初边值条件，可以把（9）式写成如下的矩阵形式： 
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下面证明当
2


  时, 隐式有限差分格式（8）具有二阶精度。  

定理 1  设 )(1 RLf  且 )(1 RCf  
，设： 
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)(xBf 是 liouville 分数阶导数定义，积分下限是  。 

则当
2


  时，对

1x R 都有 )()()( 2hOxBfxfBh  成立。 

证明 设  dxxfekfkfF ikx )()()]([ 是 f(x)的傅里叶展开，则 )(kfeikh
是 f(x-h)的傅里叶展
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开。令  
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将上式进行傅里叶展开，并且由（6）式可得 
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由上式知  
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因为 )(1 RLf  且 )(1 RCf  
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因此，对于
2, ( ) ( ) ( )hx B f x Bf x O h   R 成立。                   证毕 
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对于右导数项，用同样的证明方法可以得到相似的结论。 

定理 2  设 1( )f L R 且
1( )f C R ，设：                  
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)(xBf 是 liouville 分数阶导数定义，积分下限是  。                                  

则当
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  时，对

1Rx  都有 )()()( 2hOxDfxfDh  成立。 

3 稳定性分析 

为了给出稳定性条件，先对方程组（10）～（12）的系数矩阵做如下分析。 

当 ,21  且
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综合以上分析，得到下面稳定性定理： 

定理 3  若
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 ，则对于（9）式定义的加权二阶有限差分格式： 
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（Ⅲ）由范数的等价性，自然成立。  

4 收敛性分析 

定理 4  设 ),( ni txu 是方程（1）～（2）的准确解，
n

iv 是二阶加权有限差分格式（8）的计算值，则

当
2


  且 2

2

117



 时，使得 

2

1 1
max ( , ) ( ),  1,2 ,n

i i n
i K

T
v u x t C t h  n

t  
    


， ，其中 C是正常数。 

证明  令 ),( ni

n

i

n

i txuve  ，且
n

iR 表示点 ),( n

i tx 的截断误差，则： 

1
1

1
1

1 1 1

0 0

1
1

1 1 1

0 0

( , ) ( , )
( ) ( )( , )

c ( , )
(1 ) ( , ) ( , )

c ( , )
(1 ) ( , ) ( , )

n i n i n
i i n

i i
i n

k i k n k i k n

k k

K i K i
i n

k i k n k i k n

k k

u x t u x tu u u
R u c c x t

t x x t

x t
g u x t g u x t

h

x t
g u x t g u x t

h

 

 





 

 


  

 


 

    

 

  
 

    

 

  
    

   

 
   

 

 

 

  2O( )

 

t h
 

   
 

。

 



2015 年 5 月                          重庆师范大学学报（自然科学版）                           May 2015 

第 32 卷第 3 期                Journal of Chongqing Normal University(Natural Science)                 Vol.32 No.3 
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由定理 3的结论（Ⅱ）可得 
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5 数值算例 

考虑如下变系数双边分数阶偏微分方程 
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 和收敛阶 )/(log/)/(log 212212 hhEERate  ， 21, EE 代表相邻两次的最大误差，

21 ,hh 代表相邻两次的步长。从表中可以看到，本文所构造的加权隐式有限差分格式具有二阶精度，需要

说明的是时间步长都取空间步长的平方，这样可以达到整体收敛阶为二阶。 

表 1  方程（29）用加权二阶隐式有限差分求解在 0.1t 时的最大误差和收敛阶 
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A Kind of Second-order Implicit Finite Difference Methods for 

Two-sided Space Fractional Partial Differential Equations Based 

on the Maximum Modulus Principle 

ZHU Lin, RUI Hongxing 

（1. School of Mathematics and Computer Science, NingxiaUniversity, Yinchuan 750021;  

2. School of Mathematics, Shandong University, Jinan 250100, China） 

Abstract: Based on the maximum modulus principle, a kind of implicit finite difference schemes for two-sided 

space fractional partial differential equations with variable coefficient is introdued. This kind of  schemes’ 
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unconditionally stable and  convergence rate )( 2htO  with fractional derivative   belonging to 

]2,2/117[   are proved. Numerical examples are given to show the efficiency and the convergence rate of 

presented schemes. 

Key words: two-sided space fractional partial differential equations; finite difference scheme; unconditionally 

stable; convergence rate 
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