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摘要：通过将度量空间定义中的三角不等式条件减弱为 ( , ) ( , ) ( , )d x y Md x z d z y  对非空集合 X 中的所有 , ,x y z

成立，其中， 1M 是一个常数，引入了伪度量空间，并通过实例说明伪度量空间是对度量空间的真推广。在完备的伪

度量空间中，证明了第七类压缩型映象存在唯一不动点，并且，其迭代序列收敛于此唯一不动点。进一步，对第六类压

缩型映象给出了迭代序列逼近于不动点的误差估计。 
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自 1922 年 Banach 压缩映象原理被提出以来，压缩映象的概念和原理已经从各个方面和各个不同的

角度有了新的重要发展[1-5]。 

在文献[1]中，张石生按照压缩条件的不同，将压缩型映象划分为 160 类，其中，第七类压缩型映

象是非常广泛的一类映象，第一类、第二类、第四类、第五类和第六类压缩型映象都是第七类压缩型映

象的特例，并在完备的度量空间中，给出了大量的经典不动点定理。1993 年，苏永福在文献[2]中将度

量空间定义中的三角不等式条件减弱为：存在常数 1M ，对任意的 , ,x y z X ，有

( , ) [ ( , ) ( , ) ]d x y M d x z d z y  成立，引入了仿度量空间，并将 Banach 压缩映象（即第一类压缩型映

象）原理从完备的度量空间推广到了完备的仿度量空间。 

本文引入一类比度量空间更加广泛的特殊的仿度量空间，将其命名为伪度量空间，目的是在完备的

伪度量空间中，讨论第七类压缩型映象不动点的存在唯一性及迭代逼近，进一步，对第六类压缩型映象

给出迭代序列逼近于不动点的误差估计。 

 

1  伪度量空间 

 

定义 1  设 X 是非空集合，
1d X X R： 满足: 
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1) 时成立当且仅当 yxyxd  0),( ；  

 2) ),(),( xydyxd  ； 

3) 存在常数 1M ，对任意的 , ,x y z X ，有 ),(),(),( yzdzxMdyxd  。 

则称 d 是 X 上的伪度量， ),( dX 称为伪度量空间。  

度量空间一定是伪度量空间，但是，伪度量空间不一定是度量空间。 

例 1  设集合  2,1,0X ，定义
1d X X R： 为 















3)0,2()2,0(

1)1,2()2,1()0,1()1,0(

0)2,2()1,1()0,0(

dd

dddd

ddd

, 

则
1d X X R： 显然满足定义 1 中前面两个条件，并且，对任意的 , ,x y z X ，有 

),(),(2),( yzdzxdyxd  ， 

即， ),( dX 是伪度量空间；由于 2)2,1()1,0(3)2,0(  ddd ，所以， ),( dX 不是度量空间。 

性质 1  若 ),( dX 是伪度量空间，则 ( , ) 0 ,d x y x y X  ， 。 

证明 ，有Xyx  ,  

),()1(),(),(),(0 yxdMxydyxMdxxd  ， 

从而， ( , ) 0 ,d x y x y X  ， 。                                                        证毕 

性质 2  若 ),( dX 是伪度量空间，则 ，),(),(),( yzMdzxdyxd  Xzyx  ,, 。 

注 1  在伪度量空间中，我们可以按通常方式定义点列的极限，并得到极限的唯一性，同时，也可

以按通常方式定义 Cauchy 列以及伪度量空间的完备性。 

 

2  主要结果 

 

定理 1  设 ),( dX 是完备的伪度量空间， XXT : 是第七类压缩型映象，即，T 满足条件 7C ：

存在单调递减的函数 ( )a t ， ( )b t ， ( ) : (0, ) [0,1)c t   满足 1)()()(  tctbta ， ),0( t ，使

得 

),()),((),()),((),()),((),( TyydyxdcTxxdyxdbyxdyxdaTyTxd  , Xyx   

则T 在 X 中存在唯一不动点
*x ，任取 Xx 0 ， 1 0( 1,2,3, )n

n nx Tx T x n   L ，有 nx 收敛于
*x 。 



第 3 期                     向长合，等：伪度量空间中第七类压缩型映象的不动点定理 

证明  第一步，令
1( , )n n nb d x x ，证明 0lim 


n

n
b 。 

不妨设对于任意给定的自然数 n ，都有 0nb （否则，若存在自然数
0n ，使得

0
0nb  ，则

0 0 01 2 0n n nb b b    L ，结论显然成立），即，
1n nx x  。因T 满足条件

7C ，有 

1 1( , )n n nb d x x  1( , )n nd Tx Tx   

1 1( ( , )) ( , )n n n na d x x d x x  ),()),(( 11 nnnn xxdxxdb  ),()),(( 11  nnnn xxdxxdc , 

化简，得 

1 1
1 1

1

( ( , )) ( ( , ))
( , ) ( , )

1 ( ( , ))

n n n n
n n n n

n n

a d x x b d x x
d x x d x x

c d x x

 
 







， ( 1,2,3,n  L ),       (1) 

设
( ) ( )

( )
1 ( )

a t b t
q t

c t





，由于 ( )a t ， ( )b t ， ( )c t 在 (0, ) 内非负单调递减，且当 (0, )t  时 ,有

1)()()(  tctbta ，从而， ( ) : (0, ) [0,1)q t   单调递减。由(1)式，得 

1 1( , )n n nb d x x  ( )n n nq b b b  . 

即， nb 是单调递减的非负数列，其极限存在，设 pbn
n




lim 。 

现证 0p 。反设 0p ，由于 0nb p  ( 1,2,3,n  L )， ( ) : (0, ) [0,1)q t   单调递减，从而，

( ) ( ) 1nq b q p  ( 1,2,3,n  L )，且 

1 1( ) ( ) ( ( )) 0( )n

n n n np b q b b q p b q p b n      L , 

这与 0p 矛盾，因此， 0lim 


pbn
n

。 

第二步，证明 nx 是 X 中的 Cauchy 序列。 

对任给的自然数m 和n ，若 , 1 1( , ) 0m n m nk d x x   ，由条件 7C 、伪度量空间的定义及性质 2，有 

1 1( , ) ( , )m n m nd x x d Tx Tx    

, 1 1 , 1 , 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m n m n m m m n n na k d x x b k d x x c k d x x       

, 1 1 , 1 , 1( )[ ( , ) ( , )] ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m m m n m n m m m n n na k Md x x d x x b k d x x c k d x x        

, 1 1 , 1 , 1( )[ ( , ) ( , ) ( , )] ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m m m n n n m n m m m n n na k Md x x d x x Md x x b k d x x c k d x x        

化简，得 

),( nm xxd
, , , ,

1 1

, ,

( ) ( ) ( ) ( )
( , ) ( , )

1 ( ) 1 ( )

m n m n m n m n

m m n n

m n m n

Ma k b k Ma k c k
d x x d x x

a k a k
 

 
 

 
,    (2) 
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令
)(1

)()(
)(,

)(1

)()(
)(

ta

tctMa
ts

ta

tbtMa
tr









 ，由于 ( )a t ， ( )b t ， ( ) : (0, ) [0,1)c t   单调递减，

从而， )(tr 和 )(ts 在 (0, ) 内单调递减。由(2)式，得 

, 1 , 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m n m m m n n nd x x r k d x x s k d x x   .                (3) 

由于 0),(lim 1 


nn
n

xxd ，对任意给定的 0 ，存在自然数 N ，当n N 时，有 

1

1
( , ) min , ,

2 ( ) ( )
n nd x x

r s

 


 


 
  

 
, 

其中，若 ( ) ( ) 0r s   ，则规定min , ,
( ) ( )r s

 
 

 

 
 

 
，若 ( )r  和 ( )s  中有一个为零，则作类似

规定。 

当 Nnm , 时，分如下 3 种情形进行讨论： 

1 ) 若 , 1 1( , )m n m nk d x x    ，由于 )(tr 和 )(ts 在 (0, ) 内单调递减，由(3)式，得 

, 1 , 1 1 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m n m m m n n n m m n nd x x r k d x x s k d x x r d x x s d x x              

1 1
( ) ( )

2 ( ) 2 ( )
r s

r s

 
 

 
   

22


  . 

2) 若 , 1 10 ( , )m n m nk d x x     ，则 

),(),( 11  nmnm TxTxdxxd  

, 1 1 , 1 , 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )m n m n m n m m m n n na k d x x b k d x x c k d x x       

, , ,( ) ( ) ( )m n m n m na k b k c k       . 

3) 若 0),( 11  nm xxd ，则 ),(),( 11  nmnm TxTxdxxd  0 . 

综上，对任意给定的 0 ，存在自然数 N ，当 Nnm , 时，都有 ),( nm xxd ，即， nx 是 X

中的 Cauchy 序列。由于 ),( dX 是完备的伪度量空间，设
*lim n

n
x x


 。 

第三步，证明
*x 是T 的不动点。对于任给的自然数n ，当 ( , ) 0n nl d x x  ，即，

*xxn  时，有 

),(),( **

1 TxTxdTxxd nn 

* * *

1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )n n n n n na l d x x b l d x x c l d x Tx     

* * *

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )n n n n n n n na l d x x b l d x x c l Md x x d x Tx  
    ， 

另一方面，由对称性，得 
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* *

1( , ) ( , )n nd x Tx d Tx Tx 
* * *

1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )n n n n n na l d x x b l d x Tx c l d x x      

* * *

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )n n n n n n n na l d x x b l Md x x d x Tx c l d x x  
     ， 

将上面两式左右两端相加，得 

 * *

1 12 ( , ) 2 ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )n n n n n n nd x Tx a l d x x b l c l d x x      

   * *

1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , )n n n n n nM c l b l d x x c l b l d x Tx      

* * *

1 1 12 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n nd x x d x x Md x x d x Tx     ， 

移项，得 

* * *

1 1 1( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )n n n n nd x Tx d x x d x x Md x x                       (4) 

当
*xxn  时，有 ),(),( **

1 TxTxdTxxd nn  0 ，(4)式显然成立，即，对于任意给定的自然数n ，(4)

式都成立，由于
*lim n

n
x x


 ，在 (4)式两端取极限，得

*

1lim n
n

x Tx


 ，由极限的唯一性，得

* *

1lim limn n
n n

x x x Tx
 

   ，即，
*x 是T 的不动点。 

 第四步，证明
*x 是T 的唯一不动点。假设 x 也是T 的不动点，即 xTx  ，若

*x x ，由条件 7C ，

得 

* *( , ) ( , )d x x d Tx T x   

* *( ( , )) ( , )a d x x d x x ),()),(( *** Txxdxxdb * * * *( ( , )) ( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )c d x x d x T x a d x x d x x d x x   ， 

矛盾，从而， xx *
。所以，T 只有唯一不动点。                                       证毕 

在定理 1 中，取 0)()(  tctb ， ),0( t ，则有如下推论 1。 

推论 1  设 ),( dX 是完备的伪度量空间， XXT : 是第二类压缩型映象，即，T 满足条件
2C ：

存在单调递减的函数 )1,0[),0(:)( ta ，使得 ),()),((),( yxdyxdaTyTxd  ， x y X   ，则T 在

X 中存在唯一不动点
*x ，且任取 0x X ，迭代序列 




10 n

n

n xTx 都收敛于
*x 。 

定理 2  设 ),( dX 是完备的伪度量空间， XXT : 是第六类压缩型映象，即，T 满足条件 6C ：

存在常数 , , 0a b c  满足 1a b c   ，使得 ),(),(),(),( TyycdTxxbdyxadTyTxd  ， Xyx  , ， 

则T 在 X 中存在唯一不动点
*x ，任取 Xx 0 ， 1 0( 1,2,3, )n

n nx Tx T x n   L ，有 nx 收敛于
*x ，

并有如下误差估计： 

*

0 1( , ) ( , )
1

n

n

M
d x x d x x







， 
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其中， [0,  1)
1

a b

c



 


。 

证明 在定理 1 中，取函数 )(),(),( tctbta 分别等于常数 cba ,, ，则由定理 1，T 在 X 中存在唯一的

不动点
*x ，任取 Xx 0 ，令

1 0( 1,2,3, )n

n nx Tx T x n   L ，则 nx 收敛于
*x 。令

c

ba






1
 ，则

[0,  1)  ，由(1)式，得 

1 1 1 0 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1

n

n n n n n n

a b
d x x d x x d x x d x x

c
   


   


，L  ( 1,2,3,n  L ), 

根据伪度量空间的定义，对任意给定的自然数m 和n ，有 

1 1( , ) ( , ) ( , )n n m n n n n md x x Md x x d x x      1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )n n n n n n mMd x x Md x x d x x        

1 1 2 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n n m n m n m n mMd x x Md x x Md x x d x x             L  

1 1

0 1 0 1( ) ( , ) ( , )
1

n
n n n m M

M d x x d x x


  


     


L , 

让m，在上式两端取极限，则得到 nx 收敛于
*x 的误差估计式： 

),(
1

),( 10

* xxd
M

xxd
n

n





 .                              证毕 

    在定理 2 中，取常数 0a  ,
1

[0, )
2

b c h   ，则有如下推论 2。 

推论 2  设 ),( dX 是完备的伪度量空间， XXT : 是第四类压缩型映象，即，T 满足条件 4C ：

存在常数
1

[0, )
2

h ，使得 

)],(),([),( TyydTxxdhTyTxd  ， Xyx  , ， 

则T 在 X 中存在唯一不动点
*x ，任取 Xx 0 ， 1 0( 1,2,3, )n

n nx Tx T x n   L ，有 nx 收敛于
*x ，

并有如下误差估计： 

*

0 1( , ) ( , )
1

n

n

M
d x x d x x







， 

其中， [0,  1)
1

h

h
  


。 

    注 2  第四类压缩型映象不一定连续，例如设 [0  1]X  ， ，并使用通常的距离d ，则 ),( dX 是度量

空 间 ， 从 而 是 伪 度 量 空 间 ， 定 义

0 0 1

1
  1   

4

x

Tx
x

 


 




，

，
， 则 XXT : 且
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)],(),([
3

1
),( TyydTxxdTyTxd  ， ,x y X  ，即，T 是第四类压缩型映象，但T 不连续。由于第

四类压缩型映象是第六类和第七类压缩型映象的特例，从而定理 1、定理 2 和推论 2 中的映象都不一定

连续。 

注 3  当伪度量空间为度量空间时，上述结果即为文[1]中已有经典结果，由于伪度量空间是对度量

空间的真推广，因此上述结果是对文[1]中相应结果的推广。 
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Abstract: This paper introduces pseudo-metric space by weakening the triangle inequality condition in the definition of metric 

space as ( , ) ( , ) ( , )d x y Md x z d z y   holds for all , ,x y z X , where 1M  is a constant. An example in this paper 

shows that the class of metric spaces is a proper subset of the class of pseudo-metric spaces. In a complete pseudo-metric space, 

it is proved that the seventh class contraction type mapping has a unique fixed point and the iterative sequence converges to the 

unique fixed point. Furthermore, the error estimates for the sixth class contraction type mapping are given. 
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