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摘要:对一类带非线性互补边界条件的 Signorini 问题，提出了一种边界型无网格数值方法。该方法首先利用投影算子

来处理非线性边界不等式条件，然后将 Signorini 问题归化为边界积分方程，并用无网格边界径向点插值法求解。理

论证明了该方法的收敛性。数值算例表明该算法具有较高的收敛率和计算效率。  
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Signorini 问题出现在许多建立模型的实际工程应用中[1][2]，该问题的部分边界条件是以函数及其法向导数

在一定的不等式约束下交替出现的，且交替变化的位置是未知的，这也正是解决这类问题的困难之处。直到

现在，国内外的大多数研究成果是把该问题转化为变分不等式进行理论分析，再用有限差分法、有限元法或

边界元法[3][4][5][6]等数值求解。虽然这些方法已成功地应用于许多工程上，但其有效性依赖于网格的生成，这

样工作量较大，计算时间较长。 

无网格方法[6] [7][8]采用基于点的近似，不需要网格的初始划分和重构，可以消除网格，不仅可以保证计算

的精度，还可以减小计算的难度。边界径向点插值法将边界积分方程和基于径向基函数的径向基点插值法相

结合，同时具有边界元法降维和无网格法不需要划分网格的优势[9][10]。另外，由于径向基点插值具有 Delta

函数性质，边界径向点插值法克服了边界点法中边界条件不易施加的困难。 

1 边界径向点插值 

为避免采用多项式基点插值法所引起的奇异性，径向基函数被采用以形成径向基点插值法形函数[11]。添

加多项式的径向基点插值可表示为 

         T T

1 1

,
n m

i i j j

i j

v s s a p s b s s
 

     φ a p b                           (1) 

式中 s 是 i 上的一个曲线坐标，其中边界由分段光滑片段 i ( 1,2, ,i N  )组成。  jp s ( 1,2, ,j m  ) 是

单 项 式 基 函 数 ，  i s ( 1,2, ,i n  ) 为 径 向 基 函 数 ，
ia 和

jb 为 待 定 常 数 ，

 
T

1 2, , , ,na a aa   
T

1 2, , , mb b bb  ，        T

1 2, , , ,ms p s p s p s   p         T

1 2, , , .ns s s s     φ   

这里我们选用 MQ 函数[11]
   

2
2 0j jp s s s      作为径向基函数。 

设点 s 的影响域内有n 个节点  , 1,2, ,ks k n  ，则  

, v φa pb                                       (2) 

其中      
T

1 2, , , ,nv s v s v s   v       
T

1 2, , , ,ns s s   φ φ φ φ       
T

1 2, , , ns s s   P p p p 。 

由于式(2)中有n m 个未知量，n 个方程，还需要添加m 个方程 

  T

1

, 1,2, , .
n

j i i

i

p s a j m


   p a 0                               (3) 

由式(2)、(3)整理可得 , bb S v . aa S v 其中
1

1 1T T


    b
S p φ p p φ v，

1 1 .  
a b

S φ φ pS  

因此，式(1)可表示为 

     T T ,v s s s    a bφ S p S v v                          (4) 

其中径向基点插值法形函数 

            T T

1 2, , , ns s s s s s    a bΦ φ S p S                   (5) 
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2 Signorini 问题的无网格方法 

2.1 投影迭代格式 

考虑如下 Signorini 问题： 

0 , in ,

, on ,

: , on ,

D

N

u

u u

u
q q


  


 
 
   

 n

                           (6) 

和 Signorini 边界条件 

  , , =0 , on Su h q g u h q g                           (7) 

其中是
2 中的一有界开区域，边界

D N S      且
S   。 h 和 g 均为Signorini边界 S 上的已知函

数，u 和 q 分别为Dirichlet边界 D 和Neumann边界 N 上的已知函数。 

为了处理 Signorini 边界条件(7)，定义   min 0, , .a a a

  则条件(7)等价于 

           0 , on ,Su h u h c q g


                            (8) 

其中 c 是任意正常数。 

利用不动点方程(8)引入 Signorini 边界 S 上的残量函数 

       , , on .SR u q u h u h c q g


                        (9) 

从而构造 S 上的方程 

         , , on ,Su h c q g u h c q g R u q                    (10) 

其中  0, 2 。显然，方程(10)的解  ,u q 等价于非光滑连续函数  , 0R u q  的一个零点。因此，求解

Laplace 算子方程的 Signorini 问题(6)和(7)的显式投影迭代格式如下 
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           (11) 

通过求解(11)我们可以得到 S 上的未知量
 1k

u


及其法向导数
 1k

q


  0,1,2,k   。 

2.2 边界径向点插值法 

在问题(11)中，边界上的位势及其法向导数之间的关系可由以下边界积分方程表示 

               1 1 1
, d , d 0, ,

k k k
u q q u u

   

 

     
  x y y x y y x x         (12) 

其中  
1

ln
2

u ,   


x y x y ，    q , u ,    yx y x y n 。 

设  
1

N

i i
x  是由上的 N 个边界节点组成的集合。由式(4)，函数值  1k

u
 及其法向导数  1k

q


的无网格插

值形式可表示为 
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 



x x
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其中      1 1
=

k k

j ju u
 

x ，      1 1k k

j jq q
 
 x ，这是由边界径向点插值形函数具有 函数性质决定的。 

对所有的边界点 
1

N

i i
x ，将式(13)代入式(12)，可得到矩阵形式： 

,HU GQ                                   (14) 

其 中       
T

1 1 1

1 2, , ,
k k k

Nu u u
  
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T
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1 2, , ,
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Nq q q
  
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     , dij i j j iH q  


     x y y x 。 

利用问题(11)中给出的 Dirichlet 和 Neumann 边界条件，将式(14)转化成如下的分块形式 

111 12 13 1 11 12 13

221 22 23 2 21 22 23

31 32 33 3 31 32 33 3

,

     
     

      
           

QH H H U G G G

H H H U G G G Q

H H H U G G G Q

              (15) 

其 中 向 量        
T
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T
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T

1 1 1

3 1 2, , ,
d n d n

k k k

N N N N Nu u u
  

   U   及

      
T

1 1 1

3 1 2, , ,
d n d n

k k k

N N N N Nq q q
  

   Q   是未知的。
dN 和

nN 分别是边界
D 和

N 的节点数目。 

另一方面，将 
1d n

N

i Si N N  
x 代入问题(11)中的最后一个方程。整理化简后，可以表示成矩阵形式 

3 3c U F Q ，                             (16) 

其中  
T

1 2, , ,
nNf f fF   且         ,

k k k k

i i i i if u cq R u q   。  

将(16)代入(15),并将所有的未知量移到等式的左边，所有的已知量移到右边，我们可以得到一个 

N N 线性方程组 

11 12 13 13 1 11 12 13 1

21 22 23 23 2 21 22 23 2

31 32 33 33 3 31 32 33

,

c

c

c

          
      

            
                 

G H H G Q H G H U

G H H G U H G H Q

G H H G Q H G H F

          (17) 

由式(17)可以通过求解 N 个方程，从而得到N 个未知量
1Q , 

2U 和
3Q ,再将

3Q 代入式(16), 可以很容易得到

未知量
3U 。 

2.3 算法步骤 

在每一步迭代过程中，都需要计算(17)。为了提高计算效率和精度，将求解(17)转化为计算Ab，其中
T

T T

111 2, ,   b U Q F  

1

11 12 13 13 11 12 13

21 22 23 23 21 22 23

31 32 33 33 31 32 33

c

c

c


       
   

     
   
          

G H H G H G H

A G H H G H G H

G H H G H G H

 

则在迭代过程中，系数矩阵A只需要计算一次。 

Signorini问题的无网格算法步骤可归纳如下： 

第一步：假定在Signorini边界
S 上的初始条件为  0

u h ，由边值问题 

 

 

 

 

0

0

0

0

0 , in ,

, on ,

, on ,

, on .

D

N

S

u

u u

q q

u h

  


 


 


 

 

可以求解出 S 上的法向导数
 0

q 及系数矩阵H和G 。 

第 二 步 ： 选 取 误 差 限 0  以 及 参 数  0,2 ， 置 0k  。 计 算 A ，

        0 0 0 0
,i i i i if u cq R u q   ,  1 2, , ,

nNf f fF  和
T

T T

111 2, ,   b U Q F 。 

第三步：通过计算Ab，得到  1

1

k
Q ,  1

2

k
U 和  1

3

k
U 。再由    1 1

3 3

k k
c

 
 U F Q 得到  1

3

k
Q 。 

第四步：如果      1 1

3 3 3
S S

k k k


 

 
 U U U ,则迭代停止。得出  1

1

k
Q ,  1

2

k
U ,  1

3

k
U 和  1

3

k
Q 。 

第五步：否则，计算         1 1 1 1
,

k k k k

i i i i if u cq R u q
   

   ,  1 2, , ,
nNf f fF  和 

T
T T

111 2, ,   b U Q F 。置

: 1k k  并返回第三步。  

类似于文献[12]中定理 5的证明[12]，可建立上述算法的收敛性定理。 
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定理 1  设      ,
k k

u q 是迭代格式(11)产生的序列，则该序列收敛于 Signorini 问题(6)和(7)的唯一解

 ,u q  ，即       lim , ,
k k

k
u q u q 


 。 

3 数值算例 

为了验证我们所提出的算法的可行性和有效性，在这部分我们给出了两个具有代表性的数值算例，并将

其数值结果与其他方法进行分析比较。 

算例 3.1 圆环问题 

考虑一个在圆环区域  2 :x a x b    上的 Laplace 方程的 Signorini 问题。这个问题的解析解可以

通 过 复 值 函 数    
3

1 2 1 2, Im iu x x w x x  得 到 [3], 其 中  1 2 1 2i s i g n i s i g nw x x A B x A B x     ，

2 2
2 2 2 2

1 2

2 2 2

1 1

2 4

x x r a
A

r a r

   
     

  

 ，
2 2 2 2

1 2

2 2 2

1

4

x x r a
B

r a r

 
  

 

， 2 2 2

1 2r x x  。 

在  2 :D x x b    上为 Dirichlet 边界条件，在  2 :S x x a    上为 Signorini 边界条件

 , , 0,
u u

u h u h
n n

 
  

     
  

 

其中               1 2 1 2, min 0, , ,h x x u x x  

   

2

2 2 2

1 2 1 2 2 2 15

2 1

6
, 0,

6
, , 0, ,

0, .

x
a

x x x x x x x
a

x x




 



     

  



 

在 Signorini 边界 S 上的解析解为 

 
3

2 2

2 1
1 2 22
, max 0, sign ,

x x
u x x x

a

 
   

 
 

2 2

1 2
1 2 1 23 2

6
, max 0, .

x xu
x x x x

n a a

 
   

  

 

取 0.1a  和 0.25b  , 并引入参数形式  cos2 , sin 2t a t a t   来表示 Signorini 边界。当选取 128 个

边界节点时，函数u 及其法向导数q 的解析解和数值解分别如图 1 所示。结果表明，数值解和解析解是吻合

的。 

 
图 1  S 上函数u 及其法向导数 q 的解析解和数值解结果 

为了研究算法的收敛性，取不同的节点数 =32 64,128,256N ，  ，利用       
2

1

1 sN
i i

h

is

e u u u
N 

  ，计算出函

数u 的误差，并将结果与 GBEM
[3]，BE-PIM

[4]和 BE-LCM
[5]等边界元方法相比较，画出误差图 2。结果表明，

本方法(BRPIM)比其他三种方法要收敛得更快一些。  
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图 2 函数u 的误差对比图 

在表 1 中，对比了 BE-LCM 及 BE-PIM 与本文方法(BRPIM)的计算时间，我们可以发现，本文方法比

BE-PIM 和 BE-LCM 耗费计算时间更短。 

  

表 1  计算时间                                     秒 

N 32 64 128 256 

BE-PIM 0.842000 0.297000 0.936000 4.368000 

BE-LCM 0.156000 0.234000 0.749000 4.758000 

BRPIM 0.174000 0.290000 0.700000 2.562000 

 

算例 3.2 经典的自由水坝问题 

文献[2]中给出了自由水坝问题的详细介绍，该问题的数学模型为 

  

  

  

    

       

=0 , in , : 0 1,0 1 ,

=0 , on = , : 0,0 1 ,

=0 , on = , : 0 1, 0 ,

=G 1 , on = , : 1,0 1 ,

G , 0 , G =0 , on = , : 0 1, 1 ,

D

N

D

S

u x y x y

u x y x y

u
x y x y

y

u x y x y

u u
u x u x x y x y

y y


     

    



   


    

  

      
 

 

其中  G x 为描述表面轮廓的已知函数。 

在数值求解过程中，在正方形的每条边上采用 21 个边界节点，并将其数值结果与其数值解进行比较。图

3 分 别 比 较 了 两 种 不 同 的 表 面 轮 廓 函 数 与 文 献 [1] 中 采 用 开 关 算 法 得 到 的 数 值 解 。 其 中

   1 1 1 1 1

1
G 1 ,

2
x x x x

 
    
 

    3 1 1G sin 12 2x x  。从图 3 可以看出，本文所得到的图形和用开关算法得到的

数值结果的图形是一致的。 

 
图 3  表面轮廓函数分别为  1G x 和  3G x 时自由水坝问题的数值解 

为了进一步验证本文算法的收敛性，将本文的数值结果与文献[2]中采用基本解方法(MFS)所得结果进行

比较。表 2 说明，固定误差限 -6=10 不变，在采用相同边界节点数目时，本文方法(BRPIM)收敛速度比 MFS

更快，并且 BRPIM 中边界节点数目的变化对迭代次数影响较小。表 3 说明，固定边界节点数 64N  不变，

在采用相同误差限时，BRPIM 也比 MFS 收敛得更快。 

表 2  当
-6=10 时对表面轮廓函数  1G x 的收敛性分析 
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N  28 48 64 84 128 512 1024 

BRPIM 25 25 24 24 25 26 24 

MFS 72 119 893 946    

表 3 当 64N  时对表面轮廓函数  1G x 的收敛性分析 

  
210

 
310

 
410

 
510

 
610

 
BRPIM 5 10 14 19 24 

MFS 77 84 270 345 893 

4 总结 

本文研究了用边界径向点插值法求解Signorini问题的无网格算法。该算法利用投影算子将Signorini问题转

化为边界积分方程，然后用径向点插值法来构造边界变量的无网格近似。该方法是一种边界型无网格法，同

时具有边界元法降维和无网格法不需要划分网格的优势。数值结果表明该方法比边界元方法具有更高的计算

精度和更快的收敛速度，并且计算时间更短。因此，这种无网格法是处理Signorini问题的一种有效的解法。 
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A Meshfree Boundary Radial Point Interpolation Method for Signorini 

Problems  
 

REN Yanlin, LI Xiaolin  
(College of Mathematics Science, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, China) 

Abstract: A boundary type meshfree method is developed for the numerical solution of Signorini problems. In this method, a projection 

operator, which is used to convert the boundary inequality constraints into a fixed point equation, is introduced. Then, the Signorini 

problem is reformulated as BIEs and solved by the meshfree boundary radial point interpolation method. Thus, the new method is easy 

to be implied effectively and quickly. The convergence of the method is proven. Numerical examples are given to illustrate the 

performance and usefulness of the method.  

Keywords: Meshfree method; Signorini problem; Projection iterative algorithm; Boundary radial point interpolation method; Boundary 
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