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二阶锥互补问题的一类新的效益函数与全局误差界
*
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(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:基于 广 义 Fischer-Burmeister函 数 对 二 阶 锥 互 补 问 题 (SOCCP)引 入 了 一 种 新 的 效 益 函 数:ψαp (x,y):=

α
2‖

(x췍y)+‖2+12‖φp(x,y)‖2,其中α>1,p∈(1,∞)。在函数F 是强单调的假设下,建立了二阶锥互补问题的一

个全局误差界,并证明了此类效益函数的水平有界性。
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考察如下形式的二阶锥互补问题(简记为SOCCP):

<F(x),x>=0,F(x)∈Rn,x∈Rn, (1)

其中F:Rn→Rn 是一个连续映射,Kn=Kn1×Kn2×…×KnN,n1,n2,…,nN≥1,n1+n2+…+nN=n,Kni:=
{(x1,x2)∈R×Rni-1|‖x2‖≤x1}。

SOCCP是一类重要的数学规划问题,它是二阶锥优化问题的推广且包括线性互补问题作为其特殊退化情

况。SOCCP在力学、声学、通信、工程设计、控制优化、设备选址、天线阵列设计以及投资组合中有着广泛的应

用。求解SOCCP的方法主要包括内点法[1-3]、非内点光滑牛顿法[4-6]、效益函数(Meritfunction)法[7-8]等。效益

函数法是将问题(1)转化为一个与之等价的无约束极小化问题,然后通过常用的无约束极小化方法来求原问题

的解。这种方法的关键是找到一个非负函数ψ:Rn×Rn→R+使得

ψ(x,F(x))=0⇔x∈Kn,F(x)∈Kn,<x,F(x)>=0。 (2)

满足条件(2)的非负函数ψ通常称为SOCCP问题的一个效益函数。

早在1976年 Mangasarian[9]就对一般的非线性互补问题提出了效益函数的方法。对于一般的非线性互补

问题,一大批学者基于各自不同的目的提出了大量的效益函数。利用效益函数法求解互补问题,通常可以从两

个不同的方面来衡量效益函数的好坏:一方面从计算的角度看,所采用效益函数的好坏标准为求解转化成无约

束极小化问题的效率高低,即在进行数值试验的时候所需时间的多少;而另一方面,误差界则是从理论上衡量效

益函数选取的优劣。众所周知,在设计迭代算法求解转化后的无约束极小化问题时,都会人为地设置一个迭代

终止准则,但是,此算法所设置的迭代终止准则是否能够确保所求得的解“接近”原问题的精确解? 能否量化它

的近似程度? 如果具有误差界,这些问题就都可以得到肯定的回答。

1997年,Luo和Tseng[10]对一般的非线性互补问题中提出了一类经典的效益

fLT(x):=ψ0(<x,F(x)>)+ψ(x,F(x)),

其中ψ0:R→R+满足:

ψ0(t)=0∀t≤0,ψ′0(t)>0∀t>0, (3)

ψ:Rn×Rn→R+满足:

* 收稿日期:2015-01-02    网络出版时间:2015-05-15 12:44
资助项目:国家自然科学基金(No.11226233);重庆市自然科学基金(No.CSTC2011jjA00003)

作者简介:刘先,男,研究方向最优化理论及算法,E-mail:lxmath@sina.com;通信作者:罗洪林,副教授,E-mail:071025013@fudan.edu.cn
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.n.20150515.1244.017.html



ψ(x,y)=0,<x,y>≤0⇔(x,y)∈Kn×Kn,<x,y>=0。
这类效益函数在1998年由Tseng[11]直接推广到了求解半定互补问题。后来,Chen[8]于2006年将其推广到了求

解SOCCP,并建立了二阶锥互补问题的一个全局误差界和这类函数的水平有界性。1999年,Yamashita和

Fukushima[12]在文献[10]提出的效益函数的基础上结合Fischer-Burmeister函数对半定互补问题提出了一类新

的效益函数fYF(x):Rn×Rn→R:

fYF(x):=ψ0(<x,F(x)>)+ψFB(x,F(x)), (4)

其中函数ψ0 同(3)式。ψFB:=
1
2‖φFB

(x,F(x))‖2,其中,φFB=(x2+y2)
1
2-x-y是Fischer-Burmeister函数。

2005年,Chen和Tseng[7]将这类效益函数推广到了SOCCP上,但没有考虑误差界和水平集的有界性。本文将

借助文献[13]中利用广义Fischer-Burmeister函数对SOCCP提出的效益函数:

ψp(x,y):=12‖φp(x,y)‖2。 (5)

其中,

φp(x,y):=
p
|x|p+|y|p-x-y,p∈(1,∞)。 (6)

对任意的x∈Rn,|x|p 和px按照预备知识中有关定义给出。对SOCCP提出一类新的效益函数ψαp:Rn×Rn→R+:

ψαp(x,y):=α
2‖

(x췍y)+‖2+12‖φp(x,y)‖2。 (7)

其中α>1,p∈(1,∞)。在一定的假设条件下,基于效益函数ψαp建立了SOCCP的一个全局误差界,并证明了此

类效益函数的水平有界性。此外,为了增强文章的可读性,将在接下来的预备知识部分给出与本文相关的几个

有关欧氏约当代数的基本概念和重要结论,而本文的主要结果将呈现在文章的最后一部分。

1预备知识

对任意的x=(x0;x1)∈R×Rn-1和y=(y0;y1)∈R×Rn-1,约当乘积定义如下:

x췍y=(xTy;x0y1+y0x1)。
则按这样定义的约当乘积构成的欧氏约当代数的单位元为e=(1,0,…,0)∈Rn。对任一向量x=(x0;x1)∈R×

Rn-1,x的行列式和迹的定义分别为det(x)=x20-‖x1‖2 和tr(x)=2x0。一般地,det(x췍y)≠det(x)det(y),
除非x0=y0。

引理1[15] 对任意的x=(x0;x1)∈R×Rn-1和s=(s0;s1)∈R×Rn-1有x췍s=Lxs=Lsx=s췍x,Lx 是正定矩

阵当且仅当x∈K°,其中

K°={x=(x0;x1)∈R×Rn-1:x0>‖x1‖},Lx=
x0 xT

1

x1 x0

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

I
。

引理2[14](谱分解定理) 对任意的x=(x0;x1)∈R×Rn-1的谱分解为x=λ1c1+λ2c2,其中特征值λi=x0+
(-1)i‖x1‖,i=1,2,特征向量

ci=

1
2 1

,(-1)i x1

‖x1
æ

è
ç

ö

ø
÷

‖
,x1≠0,

1
2
(1,(-1)iω,x1=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

i=1,2,

其中ω∈Rn-1满足‖ω‖=1。

向量值函数|x|p 和px分别定义为:

|x|p:=|λ1|pc1+|λ2|pc2,∀x∈Rn,px:= pλ1c1+
pλ2c2,∀x∈Rn。

其中λ1,λ2 和c1,c2 分别为向量x的特征值和对应的特征向量。

引理3[14] 对任意向量x=(x0;x1)∈R×Rn-1的特征值和特征向量若满足谱分解定理,则:

(a)x∈K 当且仅当λ1≥0,x∈K°当且仅当λ1>0;
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(b)x2=λ21c1+λ22c2∈K;

(c)若x∈K,则 x= λ1c1+ λ2c2∈K。

引理4[15] 对于x=(x0;x1)∈R×Rn-1有x=[x]++[x]-,其中[x]+和[x]-分别表示x在Kn 和-Kn 上

的正交投影,且[x]+=:[λ1]+·c1+[λ2]+·c2,[x]-=:[λ1]-·c1+[λ2]-·c2。这里λi 和ci(i=1,2)分别表

示谱分解定理中的特征值和特征向量,其中[λi]+=:max{0,λi},[λi]-=:min{0,λi},i=1,2。

引理5[12] 设Λ是Rn 中任一个闭凸锥。对任一x∈Rn,令x+
Λ 和x-

Λ 分别记作x 在Λ+和Λ-的正交投影,

则下面的结论成立:
(a)对任意的x∈Rn,有x=x+

Λ+x-
Λ 且‖x‖2=‖x+2

Λ ‖2+‖x-2
Λ ‖2;

(b)对任意的x∈Rn,y∈Λ,有<x,y>≤<x+
Λ,y>;

(c)如果Λ是自对偶的,则对任意的x∈Rn,y∈Λ,有‖(x+y)+Λ ‖≥‖x+
Λ ‖。

2SOCCP的效益函数及误差界分析

受文献[7]和[13]启发,在本文中引入函数(7)。下面的命题1证明了函数ψαp(x,F(x))是SOCCP的一个

效益函数。

命题1 设ψαp(x,y)是按照(7)式定义的函数,则ψαp(x,F(x))是SOCCP的一个效益函数,即满足:
(a)对任意的向量x∈R→Rn,ψαp(x,F(x))≥0;
(b)对任意的向量x∈Rn,ψαp(x,F(x))=0⇔x∈Kn,F(x)∈Kn,<x,F(x)>=0⇔x∈Kn,F(x)∈Kn,

x췍F(x)=0。
证明 (a)ψαp(x,F(x))的非负性显然成立。
(b)由向量的约当乘积和迹的定义有tr(x췍y)=2<x,y>。又

α
2‖

(x췍y)+‖2=0⇔[-(x췍y)]∈Kn,

而由文献[14]可以得出

1
2‖φp(x,y)‖2=0⇔x∈Kn,y∈Kn,<x,y>=0。

综上,ψαp(x,F(x))是SOCCP的一个效益函数。 证毕

为了进一步探索函数ψαp(x,y)的性质,本文给出如下3个引理。

引理6[7] 函数ψα(x,y):=α
2‖

(x췍y)+‖2 在R2n中连续可微,且

Ñxφα(x,y)=αLy·(x췍y)+,Ñyφα(x,y)=αLx·(x췍y)+。

引理7[13] 设函数ψp(x,y):=12‖φp(x,y)‖2,其中φp(x,y)按(5)式定义,则:

(a)ψp(x,y)在(x,y)∈Rn×Rn 处连续可微,且Ñxψp(0,0)=Ñyψp(0,0)=0;若(x,y)≠(0,0),且|x|p+|y|p∈

intKn,则
Ñxψp(x,y)=(LxL-1

ω -I)φp(x,y),Ñyψp(x,y)=(LyL-1
ω -I)φp(x,y);

若(x,y)≠(0,0),且|x|p+|y|p∈bd+Kn,则

Ñxψp(x,y)=
sign(x1)|x1|p-1

q
|x1|p+|y1|p

æ

è
ç

ö

ø
÷-1φp(x,y),Ñyψp(x,y)=

sign(y1)|y1|p-1

q
|x1|p+|y1|p

æ

è
ç

ö

ø
÷-1φp(x,y)。

其中,ω=p
|x|p+|y|p,q=(1-p-1)-1。

(b)对任意的(x,y)∈Rn×Rn,有<x,Ñxψp(x,y)>+<y,Ñyψp(x,y)>=‖ψp(x,y)‖2。

其中,intKn 和bd+Kn 分别表示Kn 的内部和去掉原点的边界构成的集合。

引理8[8] 对任意的x=(x1,x2)∈R×Rn-1,y=(y1,y2)∈R×Rn-1,<x,y>≤ 2‖(x췍y)+‖。
命题2 设ψαp(x,y)是按照(7)式定义的函数,则f(x)=:ψαp(x,F(x))满足:
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(a)对任意的x∈Rn 则f(x)≥0,f(x)=0当且仅当x是二阶锥互补问题(1)的一个解。
(b)若F 可微,则f(x)也可微,且

Ñf(x)=αLF(x)+ÑF(x)·L[ ]x ·(F(x)췍x)++Ñxψp(x,F(x))+ÑF(x)Ñyψp(x,F(x))。
(c)若二阶锥互补问题(1)的解集不空,则x是二阶锥互补问题(1)的解的充要条件是x是f(x)的一个全局

极小解。

证明 由命题1即可证得(a)成立。由引理6和链式法则即可证得(b)成立。下面证明命题(c)成立。若x
是二阶锥互补问题(1)的解,由f(x)的定义和命题1可得x是f(x)的一个全局极小解。当二阶锥互补问题(1)

的解集不空时,接下来利用反证法证明x是f(x)的一个全局极小解能推出x是二阶锥互补问题(1)的解。反设

x不是二阶锥互补问题(1)的解,则由(a)成立f(x)>0。然而,由二阶锥互补问题(1)的解集的非空性可知,至
少存在一个y∈Rn 使得f(y)=0。因此,f(x)>0=f(y)。这与x是f(x)的一个全局极小解矛盾,故假设不成

立,定理得证。 证毕

基于上面对SOCCP引入的效益函数f(x)=:ψαp(x,F(x)),在下面的定理1中建立其全局误差界。

定理1 假设函数F 是强单调的,且x*是二阶锥互补问题(1)一个解,则存在一个τ>0使得

τ‖x-x*‖2≤‖(x췍F(x))+‖+‖(-x)+‖+‖(-F(x))+‖,∀x∈Rn,

且

τ‖x-x*‖2≤ 4+ 2æ

è
ç

ö

ø
÷

α f(x)
1
2,∀x∈Rn。

证明 因为F 是强单调函数,所以,存在一个实数ρ>0,使得

ρ‖x-x*‖2≤<F(x)-F(x*),x-x*>=<F(x),x>+<-F(x),x*>+<-F(x*),x>≤
<F(x),x>+<-F(x( ))+,x*>+<F(x*),(-x)+>≤<F(x),x>+‖ -F(x( ))+‖·‖x*‖+‖F(x*)‖·‖-(x)+‖≤

2‖[F(x)췍x]+‖+‖ -F(x( )) +‖·‖x*‖+‖F(x*)‖·‖-(x)+‖≤

max{2,‖F(x*)‖,‖x*‖}· ‖(F(x)췍x)+‖+‖(-F(x))+‖+‖(-x)+[ ]‖ 。

令τ:= ρ
max{2,‖F(x*)‖,‖x*‖}

,则有

τ‖x-x*‖2≤‖(x췍F(x))+‖+‖(-F(x))+‖+‖(-x)+‖。

进一步地,由ψα:=α
2‖

(F(x)췍x)+‖2 知

‖(F(x)췍x)+‖≤ 2
αψα≤ 2

αf(x)
1
2,

且

‖(-F(x))+‖+‖(-x)+‖≤ 2 ‖(-F(x))+‖2+‖(-x)+‖( )2
1
2≤ 2[8f(x)]

1
2=4f(x)

1
2,

因此,

‖(x췍F(x))+‖+‖(-x)+‖+‖(-F(x))+‖≤ 4+ 2æ

è
ç

ö

ø
÷

α f(x)
1
2。

本文剩下的部分将分析函数ψαp的水平有界性,下面的引理将在命题3的证明中用到。

引理9[13] 对任意的x=(x1,x2)∈R×Rn-1,y=(y1,y2)∈R×Rn-1,有

4ψp(x,y)≥2‖φp(x,y)‖2≥max ‖(-x)+‖2,‖(-y)+‖{ }2 。

命题3 假设{(xk,yk)}⊆Rn×Rn,假设λk
1≤λk

2,μk
1≤μk

2 分别是xk 和yk 的特征值,则:

(a)若λk
1→-∞或μk

1→-∞,则ψp(xk,yk)→∞。

(b)假设 λ{ }k 和 μk{ }1 都是下有界的,若λk
2→∞或μk

2→∞则对任意的x,y∈intK,<x,xk>+<y,yk>→∞均成

立。

证明 由引理9知
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4ψp(xk,yk)=2‖φp(xk,yk)‖2≥2‖(φp(xk,yk))+‖2≥max ‖(-xk)+‖2,‖(-yk)+‖{ }2 ,

所以 8ψp(xk,yk)≥‖(-xk)+‖2+‖(-yk)+‖2,

而事实上, 2‖(-xk)+‖2=min{0,λ1(xk)}2+min{0,λ2(xk)}2,

所以,当λ1xk→∞或λ2xk→∞时有‖(-xk)+‖2→∞,‖(-xk)+‖2 也可以类似证明。因此,若λk
1→-∞或

μk
1→-∞,则ψp(xk,yk)→∞。

对任意固定的x=(x0;x1),y=(y0;y1)∈R×Rn-1满足x0>‖x1‖,y0>‖y1‖,由谱分解定理知

xk=

λk
1+λk

2

2
;λ

k
2-λk

1

2
x1
‖x1

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖
,x1≠0,

λk
1+λk

2

2
;λ

k
2-λk

1

2 ωæ

è
ç

ö

ø
÷k ,x1=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

其中,ω∈Rn-1是满足‖ω‖=1的任意向量。因此

<x,xk>=<(x0;x1),λk
1+λk

2

2
;λ

k
2-λk

1

2 ωæ

è
ç

ö

ø
÷k >= λk

1+λk
2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
·x0+ λk

2-λk
1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
·xT

1ωk=

λk
1

2
(x0-xT

1ωk)+λ
k
2

2
(x0+xT

1ωk)。 (8)

因为‖ω‖=1,则x0-xT
1ωk≥x0-‖x1‖>0,且x0+xT

1ωk≥x0-‖x1‖>0。因为 λk{ }1 是下有界的,所以(8)式

右边第一个式子是下有界的。若{λk
2}→∞则(8)式右边第二个式子趋于无穷大,即<x,xk>→∞。同理可证,当

{μk
2}→∞时,<y,yk>→∞。故若λk

2→∞或μk
2→∞则对任意的x,y∈intK,<x,xk>+<y,yk>→∞均成立。 证毕

定理2 设函数ψαp按(7)式定义。假定F 单调可微且满足

lim
‖x‖→∞

‖F(x)‖=∞, (9)

假设SOCCP是严格可行的,也即是说存在x∈Rn,使得F(x)∈intKn,x∈intKn 则水平集L(β):={x∈Rn|f(x)≤

β}对所有的β≥0是有界的。

证明 假设对于某个固定的β≥0存在一个无界的序列{xk}⊆L(β),则容易证明向量{F(xk)}和 x{ }k 的特征

值中较小者所构成的序列是下有界的。事实上,如果无下界,则由命题3知,φp(xk,F(xk))→∞。因此,f(x)→
∞,这与{xk}⊆L(β)矛盾。因此 x{ }k 的无界性和(9)式说明{F(xk)}或 x{ }k 的特征值中较大者所构成的序列趋于

无穷大。又因为F(x)是单调的,故<xk-x,F(xk)-F(x)>≥0,这等价于

<xk,F(xk)>+<x,F(x)>≥<xk,F(x)>+<x,F(xk)>,

由命题3和F(x)∈intKn 和x∈intKn 得<xk,F(x)>+<x,F(xk)>→∞,所以<xk,F(xk)>→∞,故f(xk)→∞,

这与{xk}⊆L(β)矛盾。

综上所述,二阶锥互补问题的效益函数f(x)的水平集L(β)有界。 证毕
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OperationResearchandCybernetics

ANewClassofMeritFunctionsforSOCPandtheGlobalErrorBound

LIUXian,LUOHonglin
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthispaper,basedonthegeneralizedFischer-Burmeisterfunction,anewclassofmeritfunctionsforsecond-ordercone

programming(SOCCPinshort)isintroducedwhichisψαp(x,y):=α
2‖

(x췍y)+‖2+12‖φp(x,y)‖2,whereα>1,p∈(1,∞).

UndertheassumptionofFisstrongmonotonous,itisverifiedthattheproposednewkindofmeritfunctionsprovideanerrorbound

fortheSOCCPandpossesslevelboundedness.

Keywords:secondorderconecomplementarityproblem;meritfunction;errorbound;levelboundedness
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