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摘要:考虑了一类非可微的多目标分式规划问题:min f1(x)+S(x|C1)
g1(x)-S(x|D1)

,…,fk(x)+S(x|Ck)
gk(x)-S(x|Dk( )) ,s.t. hj(x)+S(x|

Ej)≤0,j=1,…,m。对其建立了二阶和高阶对偶模型。在Suneja等人给出的弱对偶定理的基础上,利用FritzJohn型必

要条件,在没有约束品性条件下给出了二阶和高阶对偶问题的逆对偶定理。
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多目标优化问题的对偶理论在多目标优化理论研究中占有重要地位,并对多目标优化问题的求解、最优性

条件的揭示等方面都起着重要的作用。1975年,Mangasarian[1]第一次通过非线性规划的目标函数和约束函数

的一阶近似算法,获得了 Wolfe对偶模型。沿着这个思路,他通过对非线性规划的目标函数和约束函数的二阶

近似,提出了非线性规划的二阶对偶模型,并给出了相应的对偶定理。紧接着,Mond[2]在更简单的条件下,考虑

了二阶对偶模型,并证明了二阶对偶定理比一阶对偶定理更有计算上的优势。近年来,在各类凸性假设条件下,
许多学者研究了多目标优化问题各种解的最优性条件和对偶理论[1-18]。尤其是分式优化问题的一阶对偶定

理[2-8]。例如,2003年,Liang等人[3]建立了多目标分式优化的一阶Schaible对偶模型和一阶 Mond-weir对偶模

型,并证明这两个对偶模型的弱对偶定理和强对偶定理;2007年,Liu等人[4]在广义不变凸性条件下研究了多目

标分式的最优性条件和一阶对偶问题,证明了相应的弱对偶定理和强对偶定理;2011年,Long[5]在广义不变凸

性条件下考虑了非可微的多目标分式最优性条件和一阶对偶问题,并证明其弱对偶定理和强对偶定理。此外,

Mond[2]、Gomez等人[6]、Zalmai[7]、Gulati等人[8]分别在其他类型的广义凸性条件下研究了多目标分式优化的弱

对偶定理和强对偶定理。
一般认为,逆对偶定理是对偶问题研究的主要组成部分之一。对偶的含义是指某些相互关系为特征的两个

逻辑系统的存在性,它的本质是一个逻辑系统与另一个逻辑系统之间的对应性或蕴含性。本文中这两个逻辑系

统分别为原问题和对偶问题。当求解原问题比较困难时,可转化为先求对偶问题的解,然后利用它们间的蕴含

关系求得原问题的解,即所谓的逆对偶定理;特别是在经济方面,这种思想方法为人们解决某些复杂或者棘手的

模型带来了方便。由此,众多学者开始对逆对偶定理进行了大量地研究,1969年,Mangasarian[9]利用FritzJohn
型必要性条件在没有任何约束品性条件下建立了可微非线性规划问题的逆对偶定理,并称之为Huard型逆对偶

定理。随后,诸多学者在此基础上研究了单目标或多目标优化问题多种对偶模型的逆对偶定理,见文献[10-15]。
对于单目标分式优化,1993年,Lee等人[10]研究了单目标分式优化问题的一阶逆对偶定理;2011年,Ahmad等

人[11]研究了非可微单目标分式优化问题的二阶逆对偶定理。然而,对于多目标分式优化二阶和高阶逆对偶问题

的研究比较少见,其中大部分研究内容都是关于广义凸性条件下的弱对偶定理和强对偶定理[2-8]。因此,研究多

目标分式优化的逆对偶有一定的理论意义。
最近,Suneja等人[18]研究了非可微多目标分式优化的弱对偶定理和强对偶定理,但是没有研究其逆对偶定

理。因此本文在文献[18]中给出的弱对偶定理的基础之上,研究了多目标分式优化二阶和高阶对偶问题的逆对

偶定理。首先,建立多目标分式优化问题的二阶和高阶对偶模型;然后,在已有的弱对偶定理的基础上,利用
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FritzJohn型必要条件证明了相应的逆对偶定理。本文结构如下:第1节给出了一些基本知识;第2节建立了多

目标分式优化问题的高阶对偶模型,并证明了相应的高阶逆对偶定理;第3节考虑了高阶对偶问题的特殊情况

即二阶对偶问题,证明了相应的二阶逆对偶定理。

1预备知识

设Rn是n 维欧式空间,Rn
+是非负象限。对x,y∈Rn给出以下符号:

x<y⇔y-x∈intRn
+;x≺y⇔y-x∈Rn

+\{0};x≤y⇔y-x∈Rn
+,

φ(x)是定义在Rn上的三阶连续可微实值函数,Ñxφ(x)表示函数φ在点x 的梯度向量,Ñxxφ(x)表示在点x
的Hessian矩阵。H:Rn×Rn→R,ÑxH(x,y)表示函数 H 关于变量x 在点(x,y)处的梯度向量,同理,还有以下

符号:ÑyH(x,y),ÑxyH(x,y),ÑyyH(x,y)。为简便起见,Ñxφ(x)记为Ñφ(x),Ñxxφ(x)记为Ñ2φ(x)。
定义1 假设C⊆Rn 是紧凸集,C在x∈Rn 的支撑函数定义为S(x|C)=max{xTy:y∈C}。假设C 是凸集

且是有限,因此,C关于∀x∈Rn 都有次梯度,即存在z∈C 使得S(y|C)≥S(y|C)+zT(y-x),∀y∈C,且由此

S(y|C)的次微分定义为∂S(y|C)={z∈C:zTx=S(y|C)}。对于任何集合C⊆Rn 关于∀x∈C 的法锥定义为:
NC(x)={y∈Rn:yT(z-x)≤0,∀z∈C}。如果C 是紧凸集,则y∈Nc(x)的充分必要条件是S(y|C)=xTy或

者x∈∂S(y|C)。
本文中考虑如下的多目标优化问题(MFP):

min f1(x)+S(x|C1)
g1(x)-S(x|D1)

,…,fk(x)+S(x|Ck)
gk(x)-S(x|Dk

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

s.t. hj(x)+S(x|Ej)≤0,j=1,…,m。
其中,X0 是Rn的子集。fi,gi:x∈X0→R,i=1,…,k,hj:x∈X0→R,j=1,…,m 是连续可微函数。S={x∈X0:

hj(x)+S(x|Ej)≤0,j=1,…,m}表示问题(MFP)的可行解的集合。假设对任意的x∈S,有fi(x)+S(x|Ci)≥
0和gi(x)-S(x|Di)>0。Ci,Di,Ej 是Rn中的紧凸集,S(x|Ci),S(x|Di),S(x|Ej)分别表示紧凸集Ci,Di,Ej

的支撑函数。

定义2 若对任意的x∈S,使得fj(x)+S(x|Cj)
gj(x)-S(x|Dj)

<
fj
(x)+S(x|Cj

)
gj
(x)-S(x|Dj

)∃j=1,…,k和fi(x)+S(x|Ci)
gi(x)-S(x|Di)≤

fi(x)+S(x|Ci)
gi(x)-S(x|Di)

,∀i=1,…,k不成立,则可行解x称为问题(MFP)的有效解。

定义3[18] 称函数F:X0×X0×Rn→R是次线性的,若∀x,x0∈X0⊆Rn 有

F(x,x0;a1+a2)≤F(x,x0;a1)+F(x,x0;a2),∀a1,a2∈Rn;F(x,x0;γa1)=γF(x,x0;a1),∀γ∈R,γ>0。
定义4[18] 称(fi,hj)在u∈X0 关于函数Ki 和函数Hj 是高阶(F,ρi,δj)-I类凸函数,若对∀x∈S,ρi,σj∈R

有

fi(x)-fi(u)≥F(x,u,Ñfi(u)+ÑpKi(u,p))+Ki(u,p)-pT ÑpKi(u,p)+ρid2(x,u),i=1,…,k;

-hj(u)≥F(x,u,Ñhj(u)+ÑqHj(u,q))+Hj(u,q)-qT ÑqHj(u,q)+σjd2(x,u),j=1,…,m。
其中,Ki:X0×Rn→R,Hj:X0×Rn→R,p:X0×Rn→Rn,q:X0×Rn→Rn。

2高阶逆对偶定理

对于问题(MFP),考虑如下的对偶模型(MFD1):

max (α1,…,αk)

s.t. Ñ ∑
k

i=1
λi[fi(u)+uTzi-αi(gi(u)-uTvi)]+∑

m

j=1
yj(hj(u)+uTwj{ })+

∑
k

i=1
λi Ñp(Ki(u,p)-αiGi(u,p))+∑

m

j=1
yj ÑqHj(u,q)=0, (1)

∑
k

i=1
λi{[fi(u)+uTzi-αi(gi(u)-uTvi)]+Ki(u,p)-αiGi(u,p)-pT Ñp(Ki(u,p)-αiGi(u,p))}≥0,

∑
m

j=1
yj[hj(u)+uTwj+Hj(u,q)-qT ÑqHj(u,q)]≥0,zi∈Ci,vi∈Di,i=1,…,k,wj∈Ej,j=1,…,m,
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yj≥0,j=1,…,m,λi>0,i=1,…,k,αi≥0,i=1,…,k。 (2)
引理1[18] 假设x和(u,α,z,v,y,λ,w,p,q)分别是问题(MFP)和(MFD1)的可行解。若以下条件成立:(i)

(fi(·)+(·)Tzi,hj(·)+(·)Twj)是关于Ki,Hj 高阶(F,ρi,δj)-I类凸函数;(ii)(-gi(·)-(·)Tvi,hj(·)+

(·)Twj)是关于-Gi,Hj 高阶(F,ρi,δj)-I类凸函数;(iii)∑
k

i=1
λiρ′i+∑

m

j=1
yjσj≥0,其中ρ′i=ρi(1+αi),λi>0;则

下面的不等式不成立:

fi(x)+S(x|Ci)
gi(x)-S(x|Di)≤αi∀i=1,…,k,

fr(x)+S(x|Cr)
gr(x)-S(x|Dr)<αr∃r=1,…,k。

下面在引理1的基础上给出逆对偶定理。

定理1 设(α,u,z,v,y,λ,w,p,q)是(MFD1)的有效解。假设(i)矩阵 ∑
k

i=1
λi Ñpp[Ki(u,p)-αiGi(u,p{ })]

与矩阵 ∑
m

j=1
yj ÑqqHj(u,q{ })为非退化的;(ii)∑

k

i=1
λi[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)]+∑

k

i=1
λi Ñu[Ki(u,p)-

αiGi(u,p)]≠0,∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑuHj(u,q)]≠0;(iii)qT∑

m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]=0⇒q=0;

(iv)Ki(u,0)=Gi(u,0)=Hj(u,0)=0,ÑuKi(u,0)=ÑuGi(u,0)=ÑuHj(u,0)=0,ÑpKi(u,0)=Ñfi(u),ÑpGi(u,0)=
Ñgi(u),ÑqHj(u,0)=Ñhj(u),i=1,…,k,j=1,…,m;(v)y>0,α>0。则p=0,q=0,且u是(MFP)可行解。此

外,若满足引理1的广义凸性假设,则u是(MFP)的有效解,且原问题和对偶问题的目标函数值相等。
证明 因(α,u,z,v,y,λ,w,p,q)是(MFD1)的有效解,由Fritz-John必要条件可知,存在β∈Rk,γ∈Rn,

η∈R,τ∈R,ε∈Rm,δ∈Rk 和σ∈Rk 使得

(βi+σi)+γTλi[Ñ(gi(u)-uTvi)+ÑpGi(u,p)]-ηλi[gi(u)-uTvi+Gi(u,p)-pT ÑpGi(u,p)]=0,i=

1,…,k,-γT Ñ2 ∑
k

i=1
λi(fi(u)-αigi(u))+∑

m

j=1
yjhj(u[ ]) -(γ+ηp)∑

k

i=1
λi Ñpu[Ki(u,p)-αiGi(u,p)]-

(γ+τq)∑
m

j=1
yj ÑquHj(u,q)+η∑

k

i=1
λi[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)]+∑

k

i=1
λi Ñu[Ki(u,p)-αiGi(u,p{ })] +

τ∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑuHj(u,q)]=0, (4)

λi(ηu-γ)∈NCi
(zi),i=1,…,k, (5)

λiαi(ηu-γ)∈NDi
(vi),i=1,…,k, (6)

-γT[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]+τ[hj(u)+uTwj+Hj(u,q)-qÑqHj(u,q)]+εj=0,j=1,…,m, (7)

-γT[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)]-(γ+ηp)Ñp(Ki(u,p)-αiGi(u,p))]+

η[fi(u)+uTzi-αi(gi(u)-uTvi)+Ki(u,p)-αiGi(u,p)]+δi=0,i=1,…,k, (8)

yj(τu-γ)∈NEj
(wj),j=1,…,m, (9)

(ηp+γ)T∑
k

i=1
λi Ñpp[Ki(u,p)-αiGi(u,p)]=0, (10)

(τq+γ)T∑
m

j=1
yj ÑqqHj(u,q)=0, (11)

η∑
k

i=1
λi[(fi(u)+uTzi)-αi(gi(u)-uTvi)+

Ki(u,p)-αiGi(u,p)-pT Ñp(Ki(u,p)-αiGi(u,p))]=0, (12)

τ∑
m

j=1
yj[hj(u)+uTwj+Hj(u,q)-qT ÑqHj(u,q)]=0, (13)

εTy=0, (14)

δTλ=0, (15)
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σTα=0, (16)
(β,η,τ,ε,δ,σ)≥0,(β,γ,η,τ,ε,δ,σ)≠0。 (17)

由(2)式和(15)式知δ=0。
由(10)式、(11)式和条件(i)有

γ+ηp=0,γ+τq=0。 (18)
(7)乘以yj 有

-γTyj[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]+τyj[hj(u)+uTwj+Hj(u,q)-qÑqHj(u,q)]+εjyj=0,j=1,…,m。
对上式所有的j=1,…,m 求和,再由(13)式和(14)式有

γT∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]=0。 (19)

从而由(18)式有

τqT∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]=0。 (20)

下面证明τ>0。反之,若τ=0,则由(18)式有γ=0,ηp=0。由(4)式和假设(ii)有η=0。从而,再由(3)式
得βi+σi=0,i=1,…,k。又因为β≥0,σ≥0,所以β=0,σ=0。因此,由(7)式可得εj=0,j=1,…,m,即ε=0。这表

明,(β,η,γ,τ,ε,δ,σ)=0。这与(17)式矛盾。所以有τ>0。因此由(20)式得qT∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+ÑqHj(u,q)]=

0。再由假设(iii)知q=0。从而由(18)式有γ=0。
下面证明η>0。反之,若η=0,则由(18)式有γ=0。再由(3)式得βi+σi=0,i=1,…,k。又因为β≥0,

σ≥0,所以β=0,σ=0。再由(4)式和假设(ii)有τ=0。因此,由(7)可得εj=0,j=1,…,m,即ε=0。这表明

(β,η,γ,τ,ε,δ,σ)=0。这与(17)式矛盾。所以有η>0。

由γ=0和(18)式得p=0。再由(7)式和假设(iv)有hj(u)+uTwj=
-εj

τ ≤0,j=1,…,m。由γ=0,τ>0和

(9)式有yju∈NEj
(wj),j=1,…,m。又由假设(v)有u∈NEj

(wj),j=1,…,m。又因为Ej⊂Rn 为紧凸集,所以

S(u|Ej)=uTwj,即hj(u)+S(u|Ej)=
-εj

τ ≤0,j=1,…,m。所以u是(MFP)的可行解。

由γ=0,η>0,λ>0和(5)式有u∈NCi
(zi),i=1,…,k。同理可由γ=0,η>0,λ>0,假设(v)和(6)式有u∈

NDi
(vi),i=1,…,k。又因为Ci⊂Rn,Di⊂Rn 为紧凸集,所以S(u|Ci)=uTzi,S(u|Di)=uTvi。若可行解(α,u,

z,v,y,λ,w,p=0,q=0)满足引理1中的广义凸性假设条件,则u是(MFP)的有效解。且由p=0,q=0,γ=0,

η>0,δ=0,gi(u)-uTvi>0和(8)式得αi=
fi(u)+uTzi

gi(u)-uTvi
,i=1,…,k。又因为S(u|Ci)=uTzi,S(u|Di)=uTvi,即

αi=
fi(u)+S(u|Ci)
gi(u)-S(u|Di)

,i=1,…,k。即原问题(MFP)与对偶问题(MFD1)的目标函数值相等。 证毕

3二阶逆对偶定理

下面讨论问题(MFP)的高阶对偶模型(MFD1)的特殊情况。令 Ki(u,p)=12pT Ñ2fi(u)p,Gi(u,p)=

1
2p

T Ñ2gi(u)p,Hj(u,q)=12q
T Ñ2hj(u)q。其中i=1,…,k,j=1,…,m。则高阶对偶(MFD1)退化为问题

(MFP)的二阶对偶模型(MFD2):

max (α1,α2,…,αk)

s.t. ∑
k

i=1
λi[Ñfi(u)+zi+Ñ2fi(u)p-αi(Ñgi(u)-vi+Ñ2gi(u)p)]+∑

m

j=1
yj(Ñh(u)+wj+Ñ2hj(u)q)=0, (21)

∑
k

i=1
λi[fi(u)+uTzi-12p

T Ñ2fi(u)p-αi(gi(u)-uTvi-12p
T Ñ2gi(u)p)]≥0,

∑
m

j=1
yj[hj(u)+uTwj-12q

T Ñ2hj(u)q]≥0,
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zi∈Ci,vi∈Di,i=1,…,k.wj∈Ej,j=1,…,m,

λi>0,i=1,…,k,

yj≥0,j=1,…,m,αi≥0,i=1,…,k。 (22)
因此,将得到如下的二阶逆对偶定理。

定理2 设(u,α,z,v,y,λ,w,p,q)是(MFD2)的有效解。假设(i)∑
m

j=1
yj Ñ2hj(u{ })正定且qT∑

m

j=1
yj[Ñhj(u)+

wj]≥0或者 ∑
m

j=1
yj Ñ2hj(u{ })负定且qT∑

m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj]≤0;(ii)∑

k

i=1
λi(Ñ2fi(u)-αi Ñ2gi(u{ }))为非退化

的;(iii)∑
k

i=1
λi[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)]+ 12∑

k

i=1
λip[Ñ(Ñ2fi(u)p)-αi Ñ(Ñ2gi(u)p))]≠0,∑

m

j=1
yj[Ñhj(u)+

wj+12q
T Ñ(Ñ2hj(u)q)≠0;(iv)y>0,α>0;则p=0,q=0,且u是(MFP)的可行解。此外,若引理3.1的广义凸

性假设成立,则u是(MFP)的有效解。
证明 因(u,α,z,v,y,λ,w,p,q)是(MFD2)的有效解,由Fritz-John型必要条件可知,存在β∈Rk,γ∈Rn,

η∈R,τ∈R,ε∈Rm,δ∈Rk 和σ∈Rk 使得

 (βi+σi)+γTλi[Ñ(gi(u)-uTvi)+Ñ2gi(u)p]-ηλi[gi(u)-uTvi-12p
T Ñ2gi(u)p]=0,i=1,…,k, (23)

-γT Ñ2 ∑
k

i=1
λi(fi(u)-αigi(u))+∑

m

j=1
yjhj(u[ ])-

(γ+ηp)∑
k

i=1
λi[Ñ(Ñ2fi(u)p)-αi Ñ(Ñ2gi(u)p)]-(γ+τq)∑

m

j=1
yj Ñ(Ñ2hj(u)q)+

η∑
k

i=1
λi[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)]+∑

k

i=1
λi
1
2p

T Ñ(Ñ2fi(u)p)-αi
1
2p

T Ñ(Ñ2gi(u)pé

ë
êê

ù

û
úú{ }) +

τ∑
m

j=1
yj Ñhj(u)+wj+12q

T Ñ(Ñ2hj(u)qé

ë
êê

ù

û
úú)=0, (24)

λi(ηu-γ)∈NCi
(zi),i=1,…,k, (25)

λiαi(ηu-γ)∈NDi
(vi),i=1,…,k, (26)

-γT[Ñhj(u)+wj+Ñ2hj(u)q]+τhj(u)+uTwj-12q
T Ñ2hj(u)é

ë
êê

ù

û
úúq +εj=0,j=1,…,m, (27)

-γT[Ñfi(u)+zi-αi(Ñgi(u)-vi)+Ñ2fi(u)p-αi Ñ2gi(u)p)]+

ηfi(u)+uTzi-12p
T Ñ2fi(u)p-αi(gi(u)-uTvi-12p

T Ñ2hj(u)pé

ë
êê

ù

û
úú)+δi=0,i=1,…,k, (28)

yj(τu-γ)∈NEj
(wj),j=1,…,m, (29)

(ηp+γ)T∑
k

i=1
λi[Ñ2fi(u)-αi Ñ2gi(u)]=0, (30)

(τq+γ)T∑
m

j=1
yj Ñ2hj(u)=0, (31)

η∑
k

i=1
λi fi(u)+uTzi-12p

T Ñ2fi(u)p-αi(gi(u)-uTvi-12p
T Ñ2gi(u)pé

ë
êê

ù

û
úú)=0, (32)

τ∑
m

j=1
yj hj(u)+uTwj-12q

T Ñ2hj(u)é

ë
êê

ù

û
úúq =0, (33)

εTy=0, (34)

δTλ=0, (35)

σTα=0, (36)
(β,η,τ,ε,δ,σ)≥0,(β,γ,η,τ,ε,δ,σ)≠0。 (37)

由(22)式和(35)式知δ=0。由(30)~(31)式、条件(i)和条件(ii)有

γ+ηp=0,γ+τq=0。 (38)
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下面证明τ>0。反之,若τ=0,则由(38)式有γ=0,ηp=0。由(24)式和假设(iii)有η=0。从而再由(23)式
得βi+σi=0,i=1,…,k。又因为β≥0,σ≥0,所以β=0,σ=0。因此,由(27)式可得εj=0,j=1,…,m,即ε=0。
这表明(β,η,γ,τ,ε,δ,σ)=0。这与(37)式矛盾。所以有τ>0。

(27)式乘以yJ 有-γTyj[Ñhj(u)+wj+Ñ2hj(u)q]+τyj hj(u)+uTwj-12q
T Ñ2hj(u)é

ë
êê

ù

û
úúq +εjyj=0,j=

1,…,m。对上式所有的j=1,…,m 求和,再由(33)~(34)式有

γT∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+Ñ2hj(u)q]=0。 (39)

从而,由(38)式有τqT∑
m

j=1
yj[Ñhj(u)+wj+Ñ2hj(u)q]=0。进而τqT∑

m

j=1
yj Ñ2hj(u)q=-τqT∑

m

j=1
yj[Ñhj(u)+

wj]。由上式与条件(i)知τq=0,因此由上式和τ>0得知q=0。从而由(38)式有γ=0。
下面证明η>0。反之,若η=0,则由(38)式有γ=0。再由(23)式得βi+σi=0,i=1,…,k。又因为β≥0,σ≥0,所

以β=0,σ=0。再由(24)式和假设(iii)τ=0。因此,由(27)式可得εj=0,j=1,…,m,即ε=0。这表明

(β,η,γ,τ,ε,δ,σ)=0。这与(37)式矛盾。所以有η>0。

再由(38)式和γ=0得p=0。再由(27)式和假设(iv)有hj(u)+uTwj=
-εj

τ ≤0,j=1,…,m。由γ=0,τ>0

和(29)式有yju∈NEj
(wj),j=1,…,m。又由假设(iv)有u∈NEj

(wj),j=1,…,m。又因为Ej⊂Rn 为紧凸集,

所以S(u|Ej)=uTwj,即hj(u)+S(u|Ej)=
-εj

τ ≤0,j=1,…,m。所以u是(MFP)的可行解。

由γ=0,η>0,λ>0和(25)式有u∈NCi
(zi),i=1,…,k。同理可由γ=0,η>0,λ>0,假设(iv)和(26)式有

u∈NDi
(vi),i=1,…,k。又因为Ci⊂Rn,Di⊂Rn 为紧凸集,所以S(u|Ci)=uTzi,S(u|Di)=uTvi。若可行解

(α,u,z,v,y,λ,w,p=0,q=0)满足引理1中的广义凸性假设条件,则u是(MFP)的有效解。且由p=0,q=0,

γ=0,η>0,δ=0,gi(u)-uTvi>0和(28)式得αi=
fi(u)+uTzi

gi(u)-uTvi
,i=1,…,k。又因为S(u|Ci)=uTzi,S(u|Di)=

uTvi,即αi=
fi(u)+S(u|Ci)
gi(u)-S(u|Di)

,i=1,…,k。即原问题(MFP)与对偶问题(MFD2)的目标函数值相等。 证毕

注 当高阶对偶模型(MFD1)退化为二阶对偶模型(MFD2)时,定理1中的假设条件(i)和(iii)可退化为定理

2中的假设条件(i)和(ii),定理1中的假设条件(ii)可退化为定理2中的假设条件(iii),定理1中的假设条件(v)
退化为定理2中的假设条件(iv)。
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Higher-orderConverseDualityforMulti-objectiveFractionalProgramming

LUHouzuo,GAOYing
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract: We consider non-differentiable multi-objective fractional programming problems. min (f1(x)+S(x|C1)
g1(x)-S(x|D1)

,…,

fk(x)+S(x|Ck)
gk(x)-S(x|Dk)

).s.t.hj(x)+S(x|Ej)≤0,j=1,…,m.Weformulatesecond-orderandhigher-orderdualmodelsforthecorre-

spondingproblem,anddiscussconversedualitytheoremsbyusingFritz-Johntypenecessarycondition,undertheweakdualitytheo-
remsgivenbySunejaetal.withoutanyconstraintqualifications.
Keywords:fractionalmulti-objectiveprogramming;generalizedconvexfunction;conversedualitytheorems
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