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带有恶化效应和维修恶化的单机工期指派问题
*
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摘要:研究了同时带有恶化工件和机器恶化维修的单机工期指派问题。工件的实际加工时间是与工件基本加工时间和工

件在排序中的实际加工位置相关的一般函数。机器维修时间与其开始维修时间有关,是其线性恶化函数。研究的目标函

数是加权提前、延误和工期之和,目的是确定工件的最优加工顺序、公共工期及维修位置,使目标函数最小。将此问题转

化为指派问题,从而证明了该问题在多项式时间内是可解的。对于问题的一种特殊情况进一步给出了一个复杂性为

O(n2logn)的最优算法。
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在实际生产过程中,工件的实际加工时间不仅与工件本身有关,也与其在机器上所排的实际加工位置有关。

Mosheiov[1]最早提出了工件的实际加工时间是由工件基本加工时间和位置决定的模型,即工件Jj 排在第r个位

置加工的实际加工时间为pjr=pjra(其中a>0),并给出了最大完工时间和总完工时间的多项式时间算法。Kuo
和Yang[2]研究了带有恶化效应和维修的单机排序问题。Mosheiov[3]对流水作业与位置相关的恶化排序问题进

行了研究。Gordon[4]研究了实际加工时间为pjr=pjar-1的排序问题,其中a>1,分别证明了最大完工时间和总

完工时间问题具有多项式时间最优算法。Biskup[5],Rustogi和Strusevich[6]分别对加工时间与工件位置相关的

排序问题进行了综述,并对加工时间为pjr=pjg(r)的问题进行研究,其中g(r)表示工件在第r个位置加工时所

对应的位置函数。Zhao和Tang[7]研究了与工件位置相关的一般函数的排序问题,给出了其工期指派问题时间

复杂性为O (n3)的多项式时间最优算法。
在生产过程中,由于机器加工过程中磨损等原因,使得工件的实际加工时间可能会逐渐变大,人们并不希望

看到这样的结果,所以在工件恶化的情况下常常会对机器进行维修,维修虽然会花费一些时间,但是维修之后,
工件的加工时间将会变小,这样维修就变得十分有必要了。Lee和Leon[8]提出了一个维修时间变化的模型,给
出维修时间是维修开始时间有关的线性函数,即维修的开始时间越晚,机器的维修时间就会越长。通过维修,机
器可以回到初始状态,也就是维修之后的工件位置将从1开始重新计算。Mosheiov和Oron[9]把维修时间变化

的模型和工期指派问题结合在一起,对目标函数是加权总提前、延误和工期之和的问题进行了研究。Mosheiov
和Sidney[10]研究了维修时间是与维修位置相关的公共工期排序问题,证明了公共工期指派问题是多项式时间

可解的,并给出了O(n4)多项式时间算法。Yang和 Hsu[11]研究了工件带有恶化效应且机器带有恶化维修的单

机工期指派问题,给出了O(n4)多项式时间算法。
本文将工件位置恶化与机器恶化维修环境结合,研究维修中断重复模型,即工件是不可恢复的。也就是若

在某个工件未加工完成的情况下进行维修,维修之后工件需要重新加工。研究的目的是同时确定工件的最优加

工顺序、最优公共工期及机器的维修位置,使加权总提前、延误惩罚及公共工期之和最小。

1问题描述

假设给定n个工件J={J1,J2,…,Jn}。工件Jj的实际加工时间为pjr=pjgj(r),其中pj为Jj的基本加工
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时间;gj(r)为第j个工件与位置r相关的函数。本文研究的是维修中断重复模型,即工件是不可恢复的。机器

的维修时间为f(t)=b+ct,其中b>0,c≥0,t为机器的维修开始时间。在维修之后机器变为原始状态,此时工

件的加工位置重新计算。即若机器在加工完第i个工件之后进行维修,那么工件Jj 在排序中排在第rr>( )i 个

位置的实际加工时间为pjr=pjgj(r-i)。
对于给定的一个加工顺序,Cj 表示Jj 的完工时间;称Ej=max{0,dj-Cj}为Jj 的提前时间,Ej>0时,称其

为提前工件;Tj=max{0,Cj-dj}为其延误时间,Tj>0时称Jj 为延误工件;d表示工件的公共工期,也就是所

有工件的工期相同,即dj=d,j=1,2,…,n。
工件带有位置恶化及机器恶化维修的单机排序问题,文中假设机器最多可以进行一次维修,以确定工件的

加工顺序及最优公共工期,使加权总提前、延误惩罚及工期之和最小。运用三参数表示法[12]表示为

1 ma,pjr =pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd),

其中α,β,γ为正常数,ma表示机器具有维修情况。

2主要结论

下面给出关于机器带有维修的公共工期指派问题的一些重要结论。

引理1 在1 ma,pjr=pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)最优排序的加工过程中,第一个工件的开始加工时

间为零,且任意两个工件无空闲。

引理2 在问题1 ma,pjr=pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)的最优排序中,工期d一定不会取在任一工件

加工过程中的某时刻。
证明 假设存在一个最优排序π=(J[1],J[2],J[3],…,J[n]),其中工期d 取在工件J[k]的加工过程中,即

C[k-1]<d<C[k],且机器在第i个工件后进行维修,那么工件J[k]可能在机器的维修之前也可能在维修之后。先

讨论工件J[k]在维修之后,即k>i时(如图1)。

图1 排序π的甘特图

Fig.1 TheGanttchartofsequenceπ

由于k>i,此时有C[k]=C[k-1]+p[k]g[k](k-i),设δ=d-C[k-1],显然0<δ<p[k]g[k](k-i),且d=δ+

∑
i

j=1
p[j]g[j](j)+f(t)+∑

k-1

j=i+1
p[j]g[j](j-i)。又由假设,机器的维修在t=C[i]时刻开始,机器的维修时间为

f(t)=b+ct=b+c∑
i

j=1
p[j]g[j](j)。

由图1可知,工件J[1],J[2],…,J[i],…,J[k-1]为提前工件,工件J[k],J[k+1],…,J[n]为延误工件,则有:

E[h]=δ+ ∑
i

j=h+1
p[j]g[j](j)+f(t)+∑

k-1

j=i+1
p[j]g[j](j-i),h=1,…,i-1,i,

E[h]=δ+ ∑
k-1

j=h+1
p[j]g[j](j-i),h=i+1,…,k-1,

T[h]=∑
h

j=k
p[j]g[j](j-i)-δ,h=k,k+1,…n。

故加权提前、延误和工期的之和为

Z=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=∑
k-1

j=1
αE[j]+∑

n

j=k
βT[j]+nγd=

δ[α(k-1)-β(n-k+1)+γn]+α[bi+∑
i

j=1

(j-1+ci)p[j]g[j](j)+∑
k-1

j=i+1

(j-1)p[j]g[j](j-i)]+
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β∑
n

j=k

(n-j+1)p[j]g[j](j-i)+nγ[b+∑
i

j=1

(1+c)p[j]g[j](j)+∑
k-1

j=i+1
p[j]g[j](j-i)]。

若记: A=[α(k-1)-β(n-k+1)+γn],

B=α[bi+∑
i

j=1

(j-1+ci)p[j]g[j](j)+∑
k-1

j=i+1

(j-1)p[j]g[j](j-i)]+

β∑
n

j=k

(n-j+1)p[j]g[j](j-i)+nγ[b+∑
i

j=1

(1+c)p[j]g[j](j)+∑
k-1

j=i+1
p[j]g[j](j-i)],

则Z=Aδ+B。因此对任意一个已知排序,A,B 为常数,Z是与δ相关的线性函数,即当δ=0或δ=p[k]g[k](k-i)
时,目标函数Z具有最小值。

同理,当k≤i时,工件J[1],J[2],…,J[k-1]为提前工件,工件J[k],J[k+1],…,J[i],…,Jn 为延误工件,则有:

E[h]=δ+ ∑
k-1

j=h+1
p[j]g[j](j-i),h=1,…,k-1,

T[h]=∑
h

j=k
p[j]g[j](j-i)-δ,h=k,k+1,…,i,

T[h]=∑
i

j=k
p[j]g[j](j)+f(t)+∑

h

j=i+1
p[j]g[j](j-i)-δ,h=i+1,…,n-1,n。

而公共工期d=δ+∑
k-1

j=1
p[j]g[j](j),故加权提前、延误和工期之和为

Z=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=∑
k-1

j=1
αE[j]+∑

n

j=k
βT[j]+nγd=

δ[α(k-1)-β(n-k+1)+γn]+α∑
i

j=1

(j-1)p[j]g[j](j)+β[(n-i)b+c∑
i

j=1
p[j]g[j](j)+

∑
i

j=k

(i-j+1)p[j]g[j](j)+∑
n

j=i+1

(n-j+1)p[j]g[j](j-i)]+nγ ∑
k-1

j=1
p[j]g[j](j[ ])。

由此可知,Z也是与δ相关线性函数,即当δ=0或δ=p[k]g[k](k-i)时,目标函数Z具有最小值。
综上可知,最优排序中的最优工期必为某个工件的开始加工时间或完工时间,最优工期d不会在某一个工

件的加工时间内。 证毕

引理3 对于问题1 ma,pjr=pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)的任意排序π,若β≥γ时,则存在工件的最

优公共工期d=C[k],其中k=én(β-γ)/(α+β)ù;否则,最优工期d=0。
证明 由引理2可知,对于任意排序π,最优工期d一定为某工件的完工时间或某工件的开始加工时间。那

么最优工期只能有下面3种情况:d=0,d=S[i+1]=C[i]+f(t)及d=C[k]。下面分别讨论。

1)首先证明当最优工期d=S[i+1]=C[i]+f(t)时,不会好于d=C[i]。
假设当最优工期d=S[i+1]=C[i]+f(t)时,目标函数值为Z,当工期d′=C[i]时,目标函数值为Z′,当工期

d″=C[i+1]=C [i]+f(t)+p[i+1]时,目标函数值为Z″。
由d为最优工期,有Z″-Z=αip[i+1]-β(n-i)p[i+1]+γnp[i+1]≥0,即

αi-β(n-i)+γn≥0 (1)
而Z′-Z=-αif(t)+β(n-i)f(t)-γnf(t)=-(αi-β(n-i)+γn)f(t),因为f(t)>0,由(1)式可知,Z′-Z≤
0,结论成立。

2)下面证明d=C[k],其中k=én(β-γ)/(α+β)ù;或d=0。
由上述分析,不妨设最优公共工期d=C[k]。则对于工期增加δ>0时,变化后与变化前的目标函数变化量为

ΔZ1=αkδ+nγδ-β(n-k)δ= α+( )βk+γ-( )β( )nδ。 (2)
相反地,对于工期减少δ>0时,变化后与变化前的目标函数变化量为

ΔZ2=-α(k-1)δ-nγδ+β(n-k+1)δ=- α+( )βk-α+( )β -γ-( )β( )nδ。 (3)

由d=C[k]是最优工期,所以ΔZ1≥0,ΔZ2≥0,由(2),(3)式分别得到k≥n
(β-γ)
α+β

,k≤n
(β-γ)
α+β

+1。由k为
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正整数知,当β≥γ时,k为大于或等于n(β-γ)
α+β

的最小正整数,即当β≥γ时,k=é
n(β-γ)
α+β ù。而对于β<γ的情

况,比较d=0与d′=C[1]。设d=0时目标函数值为Z,d′=C[1]时目标函数值为Z′。那么有Z′-Z=-nC[1]β+
γnC[1]=nC[1](γ-β)>0,也就是说β<γ时,最优工期d=0。 证毕

3最优值求解

由引理3可知,当β<γ时,工件的最优工期为d=0,因此只讨论β≥γ的情况即可。由k的取值只与工件的

加权系数有关,与工件加工顺序无关,对于任何排序,d 一定取在第k 个加工工件的完工时间。那么在问题

1 ma,pjr =pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)中,只讨论工件加工顺序及维修位置即可。当机器的维修位置在

工件J[k]之前(见图1),即i<k时,对于所求目标函数有

Z=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=α ∑
i

j=1

(d-C[j])+∑
k

j=i+1

(d-C[j][ ])+β∑
n

j=k+1

(C[j]-d)+

nγ ∑
i

j=1
p[j]g[j](j)+∑

k

j=i+1
p[j]g[j](j-i)+(b+c∑

i

j=1
p[j]g(j[ ]))=

α ∑
i

j=1

(j-1)p[j]g[j](j)+∑
k

j=i+1

(j-1)p[j]g[j](j-i)+i(b+c∑
i

j=1
p[j]g[j](j[ ]))+

β∑
n

j=k+1

(n-j+1)p[j]g[j](j-i)+nγ ∑
i

j=1
p[j]g[j](j)+∑

k

j=i+1
p[j]g[j](j-i)+(b+c∑

i

j=1
p[j]g[j](j[ ]))=b(nγ+αi)+

∑
i

j=1

[nγ(1+c)+α(j-1+ci)p[j]g[j](j)+∑
k

j=i+1

[nγ+α(j-1)]p[j]g[j](j-i)+ ∑
n

j=k+1

[β(n-j+1)]p[j]g[j](j-i)。

(4)
由题意可知,上式可转化为指派问题:

minZ=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=b(nγ+αi)+∑
n

j=1
∑
i

r=1

[nγ(1+c)+α(r-1+ci)]p[j]g[j](r)xj{ r+

∑
k

r=i+1

[nγ+α(r-1)]p[j]g[j](r-i)xjr +∑
n

r=k+1

[β(n-r+1)]p[j]g[j](r-i)xjr},

s.t.∑
n

r=1
xjr =1,j=1,2,…,n,∑

n

j=1
xjr =1,r=1,2,…,n,xjr =1或0,j=1,2,…n,r=1,2,…,n。

其中工件Jj 被指派到第r个位置时,xjr=1;否则xjr=0。
当机器的维修位置在工件J[k]之后,即i≥k时,对于所求目标函数也可转化为指派问题:

minZ=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=βb(n-i)+∑
n

j=1
∑
k

r=1

[nγ+α(r-1)+βc(n-i)]p[j]g[j](r)xj{ r+

∑
i

r=k+1

[β(n-r+1)+βc(n-i)]p[j]g[j](r)xjr +∑
n

r=i+1

[β(n-r+1)]p[j]g[j](r-i)xjr}, (5)

s.t.∑
n

r=1
xjr =1,j=1,2,…,n,∑

n

j=1
xjr =1,r=1,2,…,n,xjr =1或0,j=1,2,…,n,r=1,2,…,n。

定理1 问题1 ma,pjr=pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)的最优排序能在O(n4)时间内得到。

证明 显然在机器的维修位置确定的情况下,上述指派问题可在O(n3)时间内得到最优解。因刚开始加工

时无需维修。故机器维修时刻可依次选择n个工件完工时。而机器在全部n个工件之后进行维修,不影响工件

的完工时间,此时可认为机器不需要维修。因此,问题1 ma,pjr =pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)的最优排

序能在O(n4)时间内解决。 证毕

上述结论可推广到机器有l次维修的情况,有下述推论。

推论1 问题1 ma,m≤l,pjr =pjgj(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)的最优排序能在O(nl+3)时间内得到。
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证明 若机器最多可进行l次维修,l为已知常数且0≤l<n。
在机器进行第一次维修时,机器的维修位置可选在任意工件完工之后,即有n种情况将进行选择;在机器进

行第二次维修时,机器的维修位置有n-1种情况将进行选择(由于维修之后机器回到初始状态,所以机器没有

必要在维修之后继续维修,这样并不会使机器有更好的状态,反而可能会在同样的排序工期增加,使目标函数增

加);在机器进行第k次维修时,机器的维修位置有n-l+1种情况将进行选择。显然n(n-1)…(n-l+1)≤nl,
因此维修位置可在O(nl)时间内确定。

关于目标函数的计算过程与定理1类似。上述目标函数可以转化为nl 个指派问题,所以l次维修的问题能

在O(nl+3)时间内得到最优解。 证毕

4特殊情况

当工件的加工时间只与工件基本加工时间和工件所排位置相关时,即表示为pjr=pjg(r),目标函数用三参

数表示为1 ma,pjr=pjg(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd),有下列结论。

定理2 问题1 ma,pjr=pjg(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)可在O(n2logn)得到最优解。

证明 1)当机器的维修位置在工件J[k]之前,即i<k时,由(4)式知所求目标函数值为:

Z=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=b(nγ+αi)+∑
i

j=1

[nγ(1+c)+α(j-1+ci)]p[j]g(j)+

∑
k

j=i+1

[nγ+α(j-1)]p[j]g(j-i)+ ∑
n

j=k+1

[β(n-j+1)]p[j]g(j-i)。

2)当机器的维修位置在工件J[k]之后,即i≥k时,由(5)式可知,所求目标函数为:

Z=∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)=βb(n-i)+∑
k

j=1

[nγ+α(r-1)+βc(n-i)]p[j]g(j)+

∑
i

j=k+1

[β(n-r+1)+βc(n-i)]p[j]g(j)+∑
n

j=i+1

[β(n-r+1)]p[j]g(j-i)。

在机器的维修位置i确定的情况下,因为对于每个位置的加工时间p[j]的系数为常数,因此问题可在

O(nlogn)时间内得到最优排序[14]。所以问题1 ma,pjr=pjg(r)∑
n

j=1

(αE[j]+βT[j]+γd)问题可在O(n2logn)

得到最优解。 证毕

例1 考虑n=4的一个例子,其中工件的基本加工时间为p=(2,3,2,4),机器的恶化维修时间函数为

f(t)=5+0.1t,工件的恶化函数g(r)=2r-1,公共工期指派系数分别为α=2,β=10,γ=5。
解 由引理3知,k=én(β-γ)/(α+β)ù=é4×(10-5)/(2+5)ù=3。
当维修位置i=1<k时,目标函数可化为:

Zmin=∑
n

j=1

(2×E[j]+10×T[j]+5×d)=110+[22.2p[1]+22p[2]+48p[3]+40p[4]]。

由文献[14]知,上式最优排序为π=(J2,J4,J3,J1)或π=(J2,J4,J1,J3),目标函数值Z=440.6。
同理当i=2时,此时工件的最优排序为π=(J2,J1,J3,J4),目标函数值Z=412.2。
当i=3时,此时工件的最优排序为π=(J2,J1,J3,J4),目标函数值Z=445。
当i=4时,即机器不存在维修的情况下,此时工件的最优排序为π=(J4,J2,J1,J3),目标函数值Z=564。
综上可知,在加工完第2个工件之后机器进行维修,可得目标函数的最优解,此时的最优排序为π=(J2,J4,

J3,J1)或π=(J2,J4,J1,J3),公共工期d=C3=19.5,目标函数最优值为Z=412.2。

5总结

本文研究了恶化工件带有维修的单机排序问题,目的是确定工件的最优加工顺序,公共工期及工件的维修

位置,使加权提前、延误和公共工期之和最小。通过将问题转化为指派问题,证明此问题在多项式时间内具有最

优解。对于特殊情况,给出了一个复杂性为O(n2logn)的最优算法。由于松弛工期指派问题及无限制工期指派
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问题也很普遍,对应的问题也在进一步研究中。
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SingleMachineSchedulingwithDue-DateAssignmentandAging
EffectunderaDeterioratingMaintenance

GAOJie,ZHAOYufang
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Thispaperinvestigatessingle-machinedue-dateassignmentandschedulingproblemswithajob-dependentagingeffectun-
deradeterioratingmaintenanceactivityconsiderationsimultaneously.Theactualprocessingtimeofajobisageneralfunctionofits
basicprocessingtimeanditspositioninasequence.Themachinemaintenancedurationisadeteriorativefunctionofitsstartingtime
andthefunctionislinear.Theobjectiveistofindtheoptimalscheduleandmaintenancepositionaswellastheoptimallocationofthe
commondue-dateforminimizingthetotalofearliness,tardinessanddue-datecosts.Weintroduceapolynomialtimesolutionforthe

problembytransformingthisproblemintotheassignmentproblem.Wealsopresentaspecialcaseoftheproblemandshowthatit
canbeoptimallysolvedbyabetteralgorithminO(nlogn)polynomialtime.
Keywords:single-machine;scheduling;deteriorating;maintenance;due-dateassignment
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