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一类具两斑块效应的SIS传染病模型的稳定性分析
*
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摘要:基于人口迁移和非线性传染率的传染病模型研究具有重要的现实意义。首先考虑一类传染病的非线性传染率和人

口迁移的斑块效应,建立一个基于两个斑块间具有对称迁移和非线性传染率为 βSI
1+S+I

的SIS传染病模型。然后利用基

本再生数R0 和线性化系统的特征值分析方法,获得具有斑块效应的无病平衡点和地方病平衡点的稳定性阈值条件,即在

R0<1时,无病平衡点局部渐近稳定;当R0>1时,地方病平衡点局部渐近稳定。最后,给出例子及其数值仿真说明所得

结论的有效性。
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传染病入侵是当今世界面临的一个重大问题。禽流感、霍乱、SARS等疾病影响人类健康,毫无疑问,预防和

控制传染病是当今世界最为棘手的问题[1],利用微分方程研究传染病的传播机理是一种重要手段。
在经典的SI传染病模型中,在一个地区中通常把总人口大致分成二部分:易感者(S)和感染者(I)。通常用

模型s′=a-βSI-bS+dI,I′=βSI-(b+d)I表示[2],其中a表示单位时间人口迁入数量,b表示人口自然死亡

率,d表示感染者通过治疗变成了易感者的变化率,βSI表示传染病的传染率,β是传播系数。
由于传染率是传染病中非常重要的概念,非线性传染率能描述许多复杂的传染病扩散情况,因此有大量的

文献讨论各种不同形式的非线性传染率对系统稳定性影响。例如,文献[3-5]中的传染率表示为βSI
1+αI

。最近,非

线性传染率为 βSI
1+μS+vI

的传染病模型受到关注,如文献[6]考虑在此传染率条件下无病平衡点和地方病平衡点

的稳定性条件,同时给出了数字仿真说明结论的真实性,文献[7-8]考虑在此传染率条件下时滞对系统稳定性影

响。因此,进一步研究此类非线性传染率的传染病模型是有意义的(为方便,考虑μ=ν=1及非线性传染率为

βSI
1+S+I

时的情形)。

另一方面,除了传染率对传染病的影响以外,还需要考虑一个重要因素及种群的迁移。例如,文献[2,9]主
要考虑在两个斑块间种群对称迁移条件下平衡点的稳定性。文献[10]考虑另一类斑块环境下的系统稳定性的

充分条件。种群迁移在系统中主要表现为对称迁移和非对称迁移,及二个斑块之间转移系数相等与否。本文主

要考虑在对称条件下,种群迁移对系统稳定性影响。
基于上面两个因素,将考虑传染病的非线性传染率和人口迁移的斑块效应,建立如下的SIS传染病模型:

S′1=a- βS1I1
1+S1+I1-bS1+dI1+αS2-αS1

,

I′1= βS1I1
1+S1+I1-

(b+d+α)I1+αI2,

S′2=a- βS2I2
1+S2+I2-bS2+dI2-αS2+αS1

,

I′2= βS2I2
1+S2+I2-

(b+d+α)I2+αI1
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其中α表示二个斑块间的转移率,其他字母意义与经典的SI传染病模型相同。由实际意义出发假设α,β,a,b,d

非负, βSiIi

1+Si+Ii
(i=1,2)为非线性传染率。

根据文献[2],定义基本再生数:R0= βa
a+( )b b+( )d

。不难验证,得到模型(1)的平衡点存在性情况:

1)R0≤1时,存在唯一的无病平衡点E0= a
b
,0,ab

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ;

2)R0>1时,还存在唯一地方平衡点E*=(S*,I*,S*,I*),其中S*= a
bR0

,I*=a
b-

a
bR0

。

本文主要利用基本再生数和线性化特征值,分析基于对称迁移和非线性传染率的SIS传染病模型(1)的无

病平衡点和地方平衡点渐近稳定性。

1无病平衡点的局部稳定性

首先,给出无病平衡点局部稳定性的充分条件。

定理1 当R0<1时,系统(1)在无病平衡点E0= a
b
,0,ab

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 处渐近稳定。

证明 系统(1)的雅可比矩阵

J(S1,I1,S2,I2)=
A Bæ
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B C
,

其中,

A=
- βI1+βI12
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2+d
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将无病平衡点E0= a
b
,0,ab
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矩阵J(E0)对应特征方程的特征根分别为:

λ1=-b,λ2=-b-2α,λ3=βa
a+b-b-d

,λ4=βa
a+b-b-d-2α

。

当R0<1时,λ1,λ2,λ3,λ4 均为负根,系统(1)在无病平衡点E0 处渐近稳定。 证毕

2地方病平衡点的局部稳定性

上一节讨论了无病平衡点的局部稳定性,本节主要讨论在一定条件下地方病平衡点的局部稳定性。
定理2 如果R0>1,那么地方病平衡点渐近稳定。
证明 将地方平衡点E*代入雅克比矩阵中,则有
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J(E*)=
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其中

C=
- βI*+βI*2
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利用分块矩阵的理论,则有

det(J(E*)-λI)=det
C-λI B

B C-λ
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其中
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当R0>1时,有

βS*+βS*2

(1+S*+I*)2-b-d<0。

则迹tr(A+B)<0。下面讨论在R0>1时det(A+B)正负情况。

det(A+B)=- βI*+βI*2
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因此,迹tr(A+B)<0,det(A+B)>0,A+B有两个负实根。
当R0>1时,

A-B=
- βI*+βI*2

1+S*+I( )* 2-b-2α - βS*+βS*2
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同理可证,迹tr(A-B)<0,det(A-B)>0。所以A-B的特征值有两个负实数根。
综上所述,在R0>1时J(E*)的特征方程的所有特征根都是负实数,因此系统(1)在地方平衡点E*=(S*,

I*,S*,I*)处局部渐近稳定。 证毕

3数值模拟

为了验证结论的有效性,给出模型(1)中具有如下参数的两个例子及其数值仿真。
例1 模型(1)中,β=0.9,α=0.8,a=1,b=0.4,d=0.3。
不难计算,基本再生数R0=0.7347<1,由定理1知,模型(1)存在唯一的无病平衡点,且渐近稳定。图1给

出其稳定性的时间状态图,其中t=0的初值为(1,0.5,2,1)。
例2 模型(1)中,β=0.9,α=0.9,a=1,b=0.2,d=0.3。
不难计算基本再生数R0=3.240>1,由定理1知,模型(1)存在唯一的无病平衡点,且渐近稳定。图2给出

其稳定性的时间状态图,其中t=0的初值为(1,0.5,2,1)。

图1 参数取例1的系统(1)的时间序列图 图2 参数取例2的系统(1)的时间序列图
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4结论

本文主要讨论了在二个斑块间有种群迁移的一类非线性传染率SIS传染病模型,给出了模型对应的基本再

生数,并且在基本再生数条件下得出了无病平衡点和地方病平衡点的局部稳定性的充分条件。对该类模型进一

步讨论发现还可以将其推广到n个斑块的情况,在此不做更多讨论。
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StabilityAnalysisofanSISEpidemicModelinTwoPatches

YANGWenchuan,YANGZhichun
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:ResearchofanSISepidemicmodelwithnonlinearincidencerateintwopatcheshasimportantpracticalsignificance.First-

ly,weconsidertheeffectsofnonlinearincidencerate βSI
1+S+Iandpopulationdispersal

,andestablishanSISepidemicmodelintwo

patcheswithnonlinearincidencerate.Then,byusingthebasicreproductionnumberandzheeigenvalueofzhelinearsystemanaly-
sis,weobtainthresholdconditionsonstabilityofthedisease-freeequilibriumandtheendemicequilibriumeffects.Thatis,ifR0<
1,thedisease-freeequilibriumislocallyandasymptoticallystable;whiletheendemicequilibriumislocallyandasymptoticallysta-
bleifR0>1.Finally,wegiveexamplesandnumericalsimulationstoillustratetheeffectivenessoftheconclusions.
Keywords:SISepidemicmodel;localstability;basicreproductionnumber
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