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特殊线性群L3(37)和L2(113)的最短共轭类刻画
*
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摘要:利用群的数量特征刻画有限单群很有意义。利用群的阶及最短共轭类长刻画了素因子个数为6和7的两个有限非

交换单群。证明了特殊线性群L3(37)和L2(113)是可用群的阶及最短共轭类长来刻画的。
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本文所研究的群都是有限群。对任意群G,用π(G)表示群G 的所有素因子的集合;用Γ(G)表示与G 相关

的素图,其中Γ(G)的顶点集合是π(G),Γ(G)中p与q相连当且仅当pq∈π(G)[1];用Sylp(G)表示群G 的所有

Sylowp-子群的集合,其中p∈π(G);用Gp 表示G 的一个Sylowp-子群;用Soc(G)表示G 的基柱,即G 的所有

极小正规子群生成的子群;用clG(x)表示G 中包含x 的共轭类;用CG(x)表示G 的元素x 的中心化子。设G 是

一个有限单群,若 π(G)=n,其中n是自然数,称G 是一个单Kn-群。其他符号见文献[2-3]。
众所周知,一个群的共轭类长的集合对这个群本身的结构有着重要影响。设G 是一个群,令cs(G)=

{G:CG(x):x∈G}。

Thompson在1980年代提出如下的猜想。

Thompson’s猜想[4] 令有限群G 满足Z(G)=1。如果有限非交换单群L满足cs(G)=cs(L),则G≌L。
陈贵云教授在其博士论文以及文献[5]等证明了:设有限群G 满足Z(G)=1。如果有限非交换单群L 满足

Γ(G)不连通且cs(G)=cs(L),则G≌L。一个有趣的问题是:能否弱化上述猜想中的条件? 换言之,可否用某些

特殊的共轭类长来刻画有限单群? 设G 是一个群。令

lcs(G)=max{G:CG(x)x∈G},scs(G)=min{G:CG(x)x∈G\Z(G)}。
李金宝在博士论文[6]中利用特殊的共轭类长去刻画有限单群,例如利用群的阶及lcs(G)或scs(G)刻画了所有散

在单群[2]。进一步地,李金宝等人利用上述条件刻画了单K3-群和单K4-群及其自同构群,例如文献[7]。本文利

用群的阶及scs(G)刻画了素因子个数为6和7的两个非交换单群。

1基本引理

引理1 令G 是有限群且G=G/Z(G)。设N 是G 的极小正规子群,N 是N 在G 中的原象。如果存在p∈
π(G)以及Np∈Sylp(N)有 Np <scs(G),则N 不可解。

证明可参考文献[7]的引理2.1。
引理2 令G 是有限群且G=G/Z(G)。如果对任意的p∈π(G),都有 Gp <scs(G),则有Soc(G)◁G≤

Aut(Soc(G))。
证明可参考文献[7]的推论2.2。
引理3 令G 是满足π(G)⊆{2,3,7,19,37,67}的有限非交换单群,则G 同构于表1所列有限单群。
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表1 有限非交换单群π(G)⊆{2,3,7,19,37,67}

G G Out(G) G G Out(G)

L2(37) 22·32·19·37 2 L3(7) 25·32·73·19 6

U3(8) 29·34·7·19 18 U3(3) 25·33·7 2

L2(8) 23·32·7 3 L2(7) 23·3·7 2

L3(37) 25·34·7·19·373·67 2

证明可参考文献[3]的表1和文献[2]的表5。
引理4 令G 是满足π(G)⊆{2,3,5,7,11,19,37}的有限非交换单群,则G 同构于表2所列有限单群。
与引理3同理易证。
引理5 令S=S1×S2×…×Sk,其中Si(i=1,2,…,k)是ni 个同构非交换的单群Hi 的直积,且如果i≠j,

有 Hi 与Hj 不同构,则Aut(S)=Aut(S1)×…×Aut(Sk)且Aut(Si)是Aut(Hi)与Sni
圈积,其中Sni

是ni 次对

称群。进一步地,Out(S)=Out(S1)×…×Out(Sk)且Out(Si)是Out(Hi)与Sni
圈积。

证明可参考文献[8]的定理3.3.20。

2主要定理

定理1 如果有限群G 满足G=25·34·7·19·373·67且scs(G)=23·33·7·19·67,则G≌L3(37)。
证明 令x∈G 满足scs(G)= clG(x)=23·33·7·19·67。对任意元x∈G,显然有Z(G)≤CG(x)。因

此比较群阶与最小共轭类长,有{7,19,67}∉π(Z(G))。
考虑G=G/Z(G)。设Gp∈Sylp(G),这里p∈π(G),那么 Gp <scs(G)。由引理2和引理1,有Soc(G)◁

G≤Aut(Soc(G))且G 的每个极小正规子群是不可解的。令 M=Soc(G)=S1×S2×…×Sk,其中Si(i=1,2,
…,k)是引理3表1中某些单群。

表2 有限非交换单群π(G)⊆{2,3,5,7,11,19,37}

G G Out(G) G G Out(G)

L2(7) 23·3·7 2 L2(8) 23·32·7 3

U3(3) 25·33·7 2 A7 23·32·5·7 2

L2(49) 24·3·52·72 4 U3(5) 24·32·53·7 6

L3(4) 26·32·5·7 12 A8 26·32·5·7 2

A9 26·34·5·7 2 J2 27·33·52·7 2

U4(3) 27·36·5·7 8 S4(7) 28·32·52·74 2

S6(2) 29·34·5·7 1 O+
8(2) 212·35·52·7 6

L2(19) 22·32·5·19 2 L3(7) 25·32·73·19 6

U3(8) 29·34·7·19 18 U3(19) 25·32·52·73·193 2

L4(7) 29·34·52·76·19 4 J1 23·3·5·7·11·19 1

L3(11) 24·3·52·7·113·19 2 HN 214·36·56·7·11·19 2

L2(37) 22·32·19·37 2 L2(113) 22·32·5·7·113·19·37 2

1)证明7∈π(M)。
如果7∉π(M),那么7∈π(Out(M))。根据表1,可知 M 是k 个同构于L2(37)的单群的直积。由引理5知

197| M ,矛盾于 G =25·34·7·19·373·67。

2)证明19∈π(M)。
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如果19∉π(M),那么19∈π(G)且19∈π(Aut(G))。因为7∈π(M)以及19∉π(M),由引理3表1知Si≌L2
(8),L2(7),U3(3)(i=1,2,…,k)。由表1及引理5可知,719| M ,矛盾。因此,19∈π(M)。

与上面类似地,有67∈π(M)。于是,{7,19,67}∈π(M)。
因此又由引理3表1知M≌L3(37)◁G≤Aut(M),即G≌L3(37)。 证毕

定理2 如果有限群G 满足G=22·32·5·7·113·19·37且scs(G)=5·7·113·19,则G≌L2(113)。
证明 令x∈G 满足scs(G)=5·7·113·19。对任意元x∈G,显然有Z(G)≤CG(x)。因此比较群阶与最

小共轭类长,有{5,7,11,19}∉π(Z(G))。
考虑G=G/Z(G)。对任一Gp∈Sylp(G),其中p∈π(G),有 Gp <scs(G)。
由引理2有Soc(G)◁G≤Aut(Soc(G))且G 的每个极小正规子群不可解。令 M=Soc(G),那么 M=

S1×S2×…×Sk,其中Si(i=1,2,…,k)是非交换的单群。
笔者断言:11∈π(M)。
假设11∉π(M),因为11∉π(Z(G)),所以7∈π(Out(M))。根据表2和引理5有311能整除 M ,这与G 的

阶是相矛盾的。因此,11必在π(M)中。
因此由引理3知M 可能同构于表2中含因子11的单群L3(11),J1,HN,L2(113)。因为M◁G≤Aut(M)以

及单群L3(11),J1,HN 中2i| M | G ,其中i≥3,矛盾于G=22·32·5·7·113·19·37。故有 M≌
L2(113)◁G≤Aut(M),即G≌L2(113)。 证毕

注 借助计算群论软件 MAGMA,得到L3(37)及L2(113)的共轭类长的集合cs(G),可参见文献[9]。
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Abstract:Itisinterestingtocharacterizefinitesimplegroupsbytheirquantitativecharacteristics.Inthispaper,theauthorshave
characterizedtwofinitenonabeliansimplegroupswith6and7primefactorsbytheirordersandtheirsmallestconjugacyclasssizes

greaterthanone.Moreprecisely,weshowthatL3(37)andL2(113)canbecharacterizedbytheirordersandtheirsmallestconjuga-
cyclasssizesgreaterthanone.
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