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关于线性张量积问题拟多项式易处理性的一个注记
*
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(天津商业大学 宝德学院,天津300384)

摘要:线性张量积问题的易处理性研究是多元问题易处理性研究的最主要实例。有研究给出了多元问题易处理性的概

念,在最坏情形下研究了d维张量积逼近问题,并给出了线性张量积问题具有拟多项式易处理性的一个充要条件。但其

证明涉及了T 易处理性的很多难以检验的性质。因此应用了线性张量积问题的信息复杂性估计式和一般线性问题具有

拟多项式易处理性的一个具体量化表达式,对其充要条件给出了一个极其简单直观的证明。
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多元计算问题是指定义在多个变量的函数类上的算子的逼近问题。多元问题在很多领域都有广泛的应用,
如金融数学、统计学、物理学等。这类问题通常基于有限信息算子来构造算法来解决。一个信息算子是指计算

一个函数值或者计算一个连续性泛函的值。为找到一个误差小于ε的解而需要的信息算子的最小数量与信息算

子的选择和算法的构造无关,这个量被定义为信息复杂性,并记作n(ε,d)。至少需要n(ε,d)个信息算子才能得

出问题小于ε的解,因此n(ε,d)是刻画问题本身难度的指标。
有关多元连续问题易处理性的研究始于1994年[1]。易处理性研究的目的是寻找n(ε,d)与ε-1和d的函数

关系,如果信息复杂性是一个关于ε-1和d的指数函数,则称问题是不易处理的,否则就称为易处理的。在最坏

框架和平均框架下,基于不同的误差标准,多元问题的易处理性已有很多研究,有关易处理性的各种概念已在文

献中给出。事实上,多元问题的易处理性近年来已成为一个热门的研究领域[2-4]。
拟多项式易处理性的概念文献[5]已给出,主要涉及线性张量积问题,根据文献[2-4]给出以下概念。
设Sd 是给定线性算子S1 的一个d重张量积,特别地,当d=1时,令 H1 表示可分的 Hilbert空间,其函数

定义在D1⊂Rm 上,G1 表示任意可分的Hilbert空间。记S1:H1→G1 为一个紧线性算子,S*
1 :G1→H1 为S1 的

共轭算子,则非负自共轭算子W1:=S*
1S1:H1→H1 也是紧的。记 λ{ }j j∈N为W1 的递减特征值序列,如果W1 仅

有有限个特征值λ1,λ2,…,λk,就令λj=0(j≥k),无论何种情况,特征值λj 均收敛于零。不失一般性,假设S1 不

是零算子,并假设λ1=1,因此1=λ1>λ2>…>0。
当d≥2时,令 Hd=H1췍…췍H1 表示 Hilbert空间 H1 的d重张量积,其函数定义在Dd=D1×…×D1⊂

Rdm上,类似地,令 Gd=G1췍…췍G1,则线性算子Sd=S1췍…췍S1:Hd→Gd。此时,Sd 的特征值集合为

λd,j=∏
d

k=1
λj,k,j=[j1,j2,…,jd]∈N。

称线性多元问题S={Sd}为线性张量积问题。
对任意ε∈(0,1),d∈N,称n(ε,d)为信息复杂性,它表示在最坏情形或平均情形下,基于绝对或归一化误差

标准,为得到Sd 的ε逼近所需要的线性泛函的最小个数。将特征值序列重排 λd,{ }j j∈Nd= λd,{ }s s∈N 使得λd,1≥
λd,2≥…≥0。由文献[2]可知,多元问题Sd 的信息复杂性

n(ε,d)=min{n|λd,n+1≤ε2CRId},其中
CRId=1,绝对误差标准,

CRId=λd,1,归一化误差标准{ 。
称S是拟多项式易处理的,若存在正数C 和t使得n(ε,d)≤Cexp(t(1+lnd)(1+lnε-1)),d=1,2,…,ε∈
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(0,1)。
文献[5]基于递减特征值 λ{ }j j∈N讨论了S 的拟多项式易处理性,但其证明涉及了T 易处理性的很多性质,

而这些性质很难检验,所以本文针对该问题给出一个简单直观的证明。在平均情形下的相应结论见文献[6]。
定理 在最坏情形下,基于绝对和归一化误差标准,考虑线性张量积问题S={Sd},则S是拟多项式易处理

的充要条件为存在正数C 和β,使得λj≤Cj-β。

1 定理证明

为了证明定理先给出两个引理[7]。
引理1 在最坏情形下,基于绝对误差标准,考虑线性张量积问题S={Sd}。则S是拟多项式易处理的充要

条件为存在正数C、非负的q和δ∈(0,1),使得

sup
d∈N

1
ln+d ∑

∞

j=[Cdq]

λd,jj
δ

ln+d-1<∞, (1)

这里及以下[x]表示不超过x的最小整数,而ln+x:=max(1,lnx)。
引理2 在最坏情形下,基于归一化误差标准,考虑线性张量积问题S={Sd}。则S是拟多项式易处理的充

要条件为若存在δ∈(0,1)使得

sup
d∈N

1
ln+d∑

∞

j=1
λd,jj

δ
ln+d-1<∞。 (2)

证明 (定理)因为λd,1=1,所以可以同时考虑绝对误差和归一化化误差标准。
充分性。假设存在正数C 和β,使得λj≤Cj-β。不失一般性,假设C=1,(否则很容易找到β′>0使得λj≤

j-β′,然后用β′代替β即可)。由文献[2]可知,对于任意的sd>1(后面将会被选到)有

n(ε,d)≤ζ(sd)d-1ε-
2sd
β 。 (3)

这里ζ(x)=∑
∞

j=1
j-x为黎曼zeta函数,仅在x>1时有定义。由(3)式可得

λ[ζ(sd)
d-1ε-

2sd
β ]+1≤ε2。 (4)

类似文献[5]的证明,假设k=[ζ(sd)d-1ε-
2sd
β ]+1。如果ε∈(0,1],则k=[ζ(sd)d-1],[ζ(sd)d-1]+1,…,仍

有k≤ζ(sd)d-1ε-
2sd
β ,这与ε2≤ζ(sd)

β(d-1)
sd k-β

sd 是等价的。因此对于所有的k≥[ζ(sd)d-1]都有

λd,k+1≤ζ(sd)
β(d-1)

sd k-β
sd。 (5)

令sd=5ln+d,则

ζ(5ln+d)=1+ 1
25ln+d +∑

∞

j=3

1
j5ln+d ≤

1+ 1
25ln+d +∫

+∞

2

1
x5ln+d

dx=

1+ 1
25ln+d+

1
(5ln+d-1)25ln+d-1≤1+

2
24lnd=1+

2
d4ln2

。 (6)

由(6)式,经过简单计算可得

lim
d→∞

ζ(sd)
β(d-1)

sd =lim
d→∞

ζ(sd)d-1=1。 (7)

由(5),(7)式可知存在M>1,对于任意的k≥[M]都有

λd,k+1≤Mk- β
5ln+d≤2βM (k+1)- β

5ln+d。 (8)

令引理1中的C=M,q=0,δ=β
10
,可得

∑
∞

j=[Cdq]+1

λd,jj
δ

ln+d-1≤2βM ∑
∞

j=[M]+1
j- β

10ln+d-1≤2βM∫
+∞

1
x- β

10ln+d-1dx=10
·2βMln+d

β
。 (9)

由(9)式可得

sup
d∈N

1
ln+d ∑

∞

j=[Cdq
]+1

λd,jj
δ

ln+d-1≤10
·2βM
β

<∞。 (10)

必要性。假设S是拟多项式易处理的,由引理2和λd,1=1可知,存在δ∈(0,1)使得

98第5期              齐宗会:关于线性张量积问题拟多项式易处理性的一个注记



sup
d∈N

1
ln+d∑

∞

j=1
λd,jj

δ
ln+d-1 < ∞ 。 (11)

令d=1,由(11)式和λ1,j=λj 可知

M=∑
∞

j=1
λjjδ-1 <+∞ 。 (12)

由(12)式可得对任意k∈N 有

λkkδ-1

δ =λk∫
k

1
xδ-1dx≤λk∑

k

j=1
jδ-1 ≤∑

k

j=1
λjjδ-1 ≤M 。 (13)

由(13)式可得λk≤(λk+Mδ)k-δ≤(1+Mδ)k-δ。 证毕
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Abstract:Thetractabilityoflineartensorproductproblemsisthemostimportantexampleofmultivariateproblemstractablere-
search.Recently,theconceptoftractabilityofmultivariateproblemshasbeenintroducedbysomebody;italsostudiesd-variateap-
proximationproblemsintheworstcasesetting,andgivesthenecessaryandsufficientconditionsofquasi-polynomiaotractabilityof
lineartensorproductproblems.ButtheproofinvolveslotsofnatureofTtractabilitywhichisdifficulttotest,soitisdifficulttoun-
derstand.Inthispaper,wegiveaverysimpleandintuitiveproofofthenecessaryandsufficientconditionsbyusingtheinformation
complexityestimationformulaoflineartensorproductproblemswhichandaspecificquantitativeexpressionofgenerallinearprob-
lemwhichhavequasi-polynomiaotractability.
Keywords:quasi-polynomial;tractability;lineartensorproductproblem;eigenvalue
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