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一般状态空间马氏过程返回时的矩
*

屈 聪,张水利

(平顶山学院 数学与信息科学学院,河南 平顶山467000)

摘要:对于离散时间一般状态空间马氏链,Meyn和Tweedie证明了返回时的矩与漂移条件等价,并用于研究马氏链的正

则性和遍历性。本文对马氏过程返回时的矩进行了研究,给出了返回时矩的递推关系,利用最小非负解方法,得到了马氏

过程返回时的矩是相应方程的最小非负解,以及马氏过程的漂移条件等价于矩条件。
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1主要结果

已有许多学者对马氏过程返回时的矩进行了研究,如 Meyn和Tweedie[1]研究了离散时间一般状态空间马

氏链,证明了返回时的矩与漂移条件等价;何声武[2]研究了离散时间可数状态空间马氏链,得到了返回时的矩是

相应方程的最小非负解;王梓坤[3]对连续时间马氏链的积分型泛函的矩进行了研究;李俊平等[4]对 Markov骨架

过程积分型泛函的分布与矩进行了研究,并得到了生灭过程、Doob过程积分型泛函的分布与矩的公式;来向

荣[5]对非齐次生灭过程的积分型泛函进行了研究,得到了一些递推公式;陈柳鑫等[6]对非齐次(H,Q)过程积分

型泛函的分布与矩进行了研究,并得到了分布与矩的具体计算公式;唐有荣等[7]对半马氏过程的积分型泛函的

矩进行了研究;吴立德[8]研究了齐次可数马尔可夫过程积分型泛函的分布;Meyn和Tweedie[9]研究了一般状态

空间马氏过程的返回时的矩,得到了马氏过程是Harris常返的充要条件。
设(E,I)是波兰空间,{Xt,t∈R+}是(E,I)上轨道右连续的时齐马氏过程,其转移概率函数为{P(t,x,A),

t∈R+,x∈E,A∈I}(相应半群为 P{ }t ),即P(t,x,A)=P(Xt∈A X0=x)。
条件C0 存在一个非空集合C,常数δ>0,满足Xt∉C,∀t∈(δ,2δ]。
定义1 对任意的A∈I,常数δ>0,令τA(δ)=inf{t≥δ:Xt∈A},则τA(δ)为马氏过程{Xt,t∈R+}在时间δ

后首次返回集合A 的时刻,简称为返回时。
定理1 设{Xt,t∈R+}是(E,I)上满足条件C0 的马氏过程,则{Ex[τC(δ)],x∈E}是方程

V(x)=∫Cc
P(δ,x,dy)V(y)+δ,x∈E (1)

的最小非负解。

推论1 {Ex[τC(δ)],x∈Cc}是方程V(x)=∫Cc
P(δ,x,dy)V(y)+δ,x∈Cc 的最小非负解。

定理2 设{Xt,t∈R+}是(E,I)上满足条件C0 的马氏过程,则下列条件等价

(i)存在非负函数V,满足方程

ΔδV(x)≤-δ,x∈Cc,

sup
x∈C∫Cc

P(δ,x,dy)V(y)<∞{ ,
(2)

其中ΔδV(x)=∫E
P(δ,x,dy)V(y)-V(x)。

(ii)sup
x∈C

Ex[τC(δ)]<∞。
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2定义及引理

令 H 表示从E 到R+=[0,∞]上的映射集合:1∈H,并且对单调递增极限及非负线性组合封闭,则 H 是凸

锥。称A 是从H 到H 的一个锥射,若A0=0,A(c1f1+c2f2)=c1Af1+c2Af2,∀c1,c2≥0,f1,f2∈H。令

Γ={A:H→H,A 是一个锥射,当fn∈H,fn↑f⇒Afn↑Af}。
定义2[10] 给定A∈Γ,g∈H,称f*为方程

f(x)=(Af)(x)+g(x),x∈E, (3)

的最小非负解,若f*满足(3)式且对任何满足(3)式的f
~
∈H,都有f

~
(x)≥f*(x),x∈E。

引理1[10] 方程(3)的最小非负解存在并且唯一;而且最小非负解可以通过下面递推公式逼近:令f(0)=0,
f(n+1)=Af(n)+g,n≥0,则当n→∞时,f(n)↑f*。

引理2[10] (局部化定理)设U 是一个非负可测核,{f*(x),x∈E}是方程f(x)=∫U(x,dy)f(y)+g(x),

x∈E 的最小非负解,令G⊂E 且{f
~
*(x),x∈G}是方程

f(x)=∫G
U(x,dy)f(y)+∫Gc

U(x,dy)f*(y)+g(x),x∈G

的最小非负解,则有f
~
*(x)=f*(x),x∈G。

引理3[10] 设A,A
~
∈Γ,g,g~∈H,满足A

~
≥A,g~≥g,f*是方程(3)的最小非负解,则方程f

~
≥A

~
f
~
+g~,f

~
∈H

的任意解f
~
,都有f

~
≥f*。

令   GC(x,δ)=Ex[τC(δ)],τ(n)C (δ)=min{τC(δ),nδ},G(n)
C (x,δ)=Ex[τ(n)C (δ)],n≥1,

则当n→∞时,有τ(n)C (δ)↑τC(δ)。由单调收敛定理,有lim
n→∞

G(n)
C (x,δ)=GC(x,δ)。

引理4 设{Xt,t∈R+}是(E,I)上满足条件C0 的马氏过程,则有下面的递推公式

G(1)
C (x,δ)=δ, (4)

G(n+1)
C (x,δ)=∫Cc

P(δ,x,dy)G(n)
C (y,δ)+δ,n≥1。 (5)

证明 注意到τC(δ)≥δ,故τ(1)C (δ)=min{τC(δ),δ}=δ,所以G(1)
C (x,δ)=Ex[τ(1)C (δ)]=δ。用θ表示通常的

漂移算子,注意到在条件C0 成立的情形下,当τC(δ)>δ时,有τC(δ)=θδτC(δ)+δ。因此:
τ(n+1)C (δ)I{τC(δ)>δ}=min{θ

δτC(δ)+δ,(n+1)δ}I{τC(δ)>δ}={θ
δτ(n)

C (δ)+δ}I{τC(δ)>δ}
,n≥1。

由马氏性,对任意的n≥1,有
G(n+1)

C (x,δ)=Ex[τ(n+1)C (δ)]=Ex[τ(n+1)C (δ)I{τC(δ)>δ}
]+Ex[τ(n+1)C (δ)I{τC(δ)=δ}

]=
Ex[θδτ(n)

C (δ)I{τC(δ)>δ}
]+δEx[I{τC(δ)>δ}

]+δEx[I{τC(δ)=δ}
]=Ex[I{τC(δ)>δ}Ex[θδτ(n)

C (δ)|Xδ]]+δ=

Ex[I{τC(δ)>δ}EXδ
[τ(n)C (δ)]]+δ=∫Cc

P(δ,x,dy)G(n)
C (y,δ)+δ。

3主要结果的证明

证明 (定理1)令V(0)(x)=0,则

V(n+1)(x)=∫Cc
P(δ,x,dy)V(n)(y)+δ,n≥0。 (6)

下面利用归纳法证明,对任意的n≥1,x∈E,都有

V(n)(x)=G(n)
C (x,δ)。 (7)

当n=1时,由(4)式,有V(1)(x)=δ=G(1)
C (x,δ),x∈E,即n=1时,(7)式成立。

假设n=k>1时,(7)式成立,即V(k)(x)=G(k)
C (x,δ)。由(5),(6)式可知:

V(k+1)(x)=∫Cc
P(δ,x,dy)V(k)(y)+δ=∫Cc

P(δ,x,dy)G(k)
C (y,δ)+δ=G(k+1)

C (x,δ),

即n=k+1时,(7)式仍然成立。由引理1,方程(1)的最小非负解为

V*(x)=lim
n→∞

V(n)(x)=lim
n→∞

G(n)
C (x,δ)=GC(x,δ)=Ex[τC(δ)],x∈E。 证毕

证明 (推论1)由定理2和引理3,易知结论成立。 证毕

证明 (定理2)(i)⇒(ii)。令V
~
(x)=

Ex[τC(δ)],x∈Cc,
0,x∈C{ 。

当x∈Cc 时,由定理1可知
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ΔδV
~
(x)=∫E

P(δ,x,dy)V
~
(y)-V

~
(x)=∫Cc

P(δ,x,dy)Ey[τC(δ)]-Ex[τC(δ)]=-δ。 (8)

由推论1及引理3可知,{V
~
(x),x∈E}是方程(2)的最小非负解。由条件(i)成立,有

sup
x∈C∫Cc

P(δ,x,dy)Ey[τC(δ)]=sup
x∈C∫Cc

P(δ,x,dy)V
~
(y)≤sup

x∈C∫Cc
P(δ,x,dy)V(y)<∞。

由定理1及上式,则有

sup
x∈C

Ex[τC(δ)]=sup
x∈C∫Cc

P(δ,x,dy)Ey[τC(δ)]+δ<∞。 (9)

(ii)⇒(i)。设sup
x∈C

Ex[τC(δ)]<∞,由(9)式有

sup
x∈C∫Cc

P(δ,x,dy)V
~
(y)=sup

x∈C∫Cc
P(δ,x,dy)Ey[τC(δ)]<∞。 (10)

由(8)式可知

ΔδV
~
(x)≤-δ,x∈Cc。 (11)

由(10),(11)式可知,非负函数{V
~
(x),x∈E}满足方程(2)。 证毕
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TheMomentofReturnTimeforMarkovProcessesonGeneralStateSpace

QUCong,ZHANGShuili
(InstituteofMathematicsandInformationScience,PingdingshanUniversity,PingdingshanHenan467000,China)

Abstract:Fordiscrete-timeMarkovchainsongeneralstatespace,MeynandTweediegiventheequivalencebetweenthemomentsof
returntimeanddriftcondition,andappliedtoregularityandergodicityofMarkovchains.Inthispaper,weresearchthemomentsof
returntimeforMarkovprocesses,giventherecursiverelationonthemomentsofreturntime,andobtaintheminimalnonnegative
solutionstothecorrespondingequationisthemomentsofreturntime,theequivalencebetweenthemomentsofreturntimeanddrift
conditionofMarkovprocesses,bythemethodofminimalnonnegativesolutions.
Keywords:Markovprocesses;returntime;minimalnonnegativesolutions
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