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解双边空间分数阶对流扩散方程的二阶隐式有限差分法
*

朱 琳

(宁夏大学 数学与计算机学院,银川750021)

摘要:给出一类解变系数双边空间分数阶对流扩散方程的隐式有限差分格式,并证明这类格式当分数阶导数α∈[ 17-

1/2,2]时无条件稳定且由此得出收敛阶为O(Δt+h2)。最后给出数值算例验证。
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近几十年来,分数阶偏微分方程在工程、物理、金融、流体等领域得到了越来越广泛的应用[1-3]。
国内外学者在分数阶偏微分方程的有限差分解法中做了很多工作[4-9]。本文研究下列变系数双边空间分数

阶偏微分方程的初边值问题:

∂u(x,t)
∂t =-p(x)∂u

(x,t)
∂x +c+(x)∂

αu(x,t)
∂+xα +c-(x)∂

αu(x,t)
∂-xα +s(x,t), (1)

x∈[L,R],t∈[0,T], (2)

u(L,t)=u(R,t)=0,t∈[0,T]。 (3)

u(x,0)=φ(x),x∈[L,R]。 (4)
本文将利用经典Grünwald-Letnikov算子和移位Grünwald-Letnikov算子[5]进行加权平均构造新的算子先

来近似求解方程(1)中左、右导数项,对流项的离散采用经典的向后迎风格式并且保留其截断误差项中的二阶导

数项,并对其∂
αu(x,t)
∂+xα ,∂

αu(x,t)
∂-xα 采用第n 时刻的中心差分做为修正,从而给出空间上具有二阶精度的隐式有限

差分格式,并且用能量不等式方法证明其稳定性及收敛性。

1预备知识

在方程(1)中,关于左、右α阶导数的Riemann-Liouville形式为:

∂αu(x,t)
∂+xα = 1

Γ(n-α)
dn

dxn∫
x

L

f(ξ)
(x-ξ)α+1-n

dξ,

∂αu(x,t)
∂-xα =

(-1)n
Γ(n-α)

dn

dxn∫
x

R

f(ξ)
(ξ-x)α+1-n

dξ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(5)

其中,n>α>n-1≥0(n为整数),Γ是伽马函数。
计算左、右Riemann-Liouville导数的经典Grünwald公式和移位Grnüwald公式分别为:

∂αu(x,t)
∂+xα =lim

h→0

1
hα∑

K+

k=0
gku(x-kh,t)+O(h),

∂αu(x,t)
∂+xα =lim

h→0

1
hα∑

K+

k=0
gku(x-(k-1)h,t)+O(h

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(6)
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∂αu(x,t)
∂-xα =lim

h→0

1
hα∑

K-

k=0
gku(x+kh,t)+O(h),

∂αu(x,t)
∂-xα =lim

h→0

1
hα∑

K-

k=0
gku(x+(k-1)h,t)+O(h

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(7)

其中,K+,K-是正整数,gk 是Grünwald系数,且定义如下:

g0=1,gk=(-1)k
αæ
è
ç

ö

ø
÷

k
=(-1)kα

(α-1)…(α-k+1)
k!

。 (8)

另外,gk 还具有如下性质:

g1=-α<0,1≥g2≥g3≥…≥0,

∑
∞

k=0
gk=0,∑

m

k=0
gk≤0(m≥1{ )。

(9)

2二阶隐式差分格式

为了给出数值计算公式,用值vn
i 表示函数u(x,t)在点(xi,tn)的数值解,类似地设:

tn=nΔt,xi=L+ih,pi=p(xi),c+,i=c+(xi),c-,i=c-(xi),sn
i=s(xi,tn),

其中,i=0,1,…,K,n=0,1,…,≤T
τ
,τ和h=R-L

K
分别表示时间和空间上的步长。

将(6)式和(7)式各自加权平均近似计算∂
αu(xi,tn+1)
∂+xα ,∂

αu(xi,tn+1)
∂-xα 如下:

∂αu(xi,tn+1)
∂+xα ≈1hα (1-ε)∑

i

k=0
gkvn+1

i-k+ε∑
i+1

k=0
gkvn+1

i-k[ ]+1 ,

∂αu(xi,tn+1)
∂-xα ≈1hα (1-ε)∑

K-i

k=0
gkvn+1

i+k+ε∑
K-i+1

k=0
gkvn+1

i+k[ ]-1 , (10)

其中,ε是加权系数且0<ε<1。

下面证明当ε=α
2

时,上述差分近似(10)具有二阶精度。

定理1 设f∈L1(R)且f∈Cα+1(R),设:

Bhf(x)=
(1-ε)
hα ∑

∞

k=0
gkf(x-kh)+ε

hα∑
∞

k=0
gkf(x-(k-1)h), (11)

Bf(x)=d
αf(x)
d+xα (Bf(x)是Liouville分数阶导数定义,积分下限是-∞), (12)

则当ε=α
2

时,对∀x∈R1 都有Bhf(x)=Bf(x)+O(h2)成立。

证明 设F[f](k)=f(k)=∫eikxf(x)dx是f(x)的傅里叶展开,则eikhf(k)是f(x-h)的傅里叶展开。令

Ahf(x)=h-α∑
∞

k=0
gkf(x-(k-p)h)。 (13)

将上式进行傅里叶展开,并且由(7)式可得:

F[Ahf](k)=1hα∑
∞

m=0

(-1)m
αæ
è
ç

ö

ø
÷

m
eik(m-p)hf(k)=1hαe-ikph(1-eikh)αf(k)=

1
hα(-ikh)α

1-eikh
-

æ

è
ç

ö

ø
÷

ikh
α

e-ikphf(k)=(-ik)αw(-ikh)f(k), (14)

其中,(iu)α=sign(u)u αexp(iπα/2),u∈R,且

w(z)= 1-e
-z

æ

è
ç

ö

ø
÷

z
α

ezp=1+ p-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 z+O(z 3),

w0(z)=1-α
2z+O

(z 2)。 (15)
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令p=0,1得:

w1(z)=1+ 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 z+O(z 2)。 (16)

由上式知

w(z)=(1-ε)w0(z)+εw1(z)=(1-ε)1-α
2

æ

è
ç

ö

ø
÷z +ε1+ 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úúz +O(z 2)=

1-α
2
(1-ε)z+ε1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 z+O(z 2), (17)

则令ε=α
2
,则得w(z)=1+(O z 2),即对于∀x∈R,w(-ix)-1 ≤C x 2。

又因为

F[Bhf](k)=(-ik)α[(1-ε)w0(-ikh)+εw1(-ikh)]f(k)=(-ik)αf(k)+
(-ik)α(w(-ikh)-1)f(k)=F[Af](k)+φ(h,k), (18)

其中,φ(h,k)=(-ik)α(w(-ikh)-1)f(k)且φ(h,k)=
1
2πi∫

∞

-∞
e-ikxφ(h,k)dk。

因为 f∈L1(R)且 f∈Cα+1(R),则 得 I=∫
∞

-∞
(1+ k )α+1 f(k)dk< ∞。所 以 φ(h,k) ≤

k αC kh2 f(k),从而 φ(h,k)≤Ch2。
因此,对于∀x∈R,Bhf(x)=Bf(x)+O(h2)成立。 证毕

对于右导数项,用同样的证明方法可以得到相似的结论。
定理2 设f∈L1(R)且f∈Cα+1(R),设:

Dhf(x)=
(1-ε)
hα ∑

∞

k=0
gkf(x+kh)+ε

hα∑
∞

k=0
gkf(x+(k-1)h),

Df(x)=d
αf(x)
d-xα (Bf(x)是Liouville分数阶导数定义,积分下限是-∞),

则当ε=α
2

时,对∀x∈R1 都有Dhf(x)=Df(x)+O(h2)成立。

注 方程(1)满足边界条件(3),(4),(5)时,Riemann-Liouville分数阶导数定义和Liouville分数阶导数定义

是等价的[5]。

所以当ε=α
2

时,得到近似空间分数阶导数的二阶算子如[9]下:

∂αu(xi,tn+1)
∂+xα =1hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2
∑
i

k=0
gkvn+1

i-k+α
2∑

i+1

k=0
gkvn+1

i-k
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

+1 +O(h2),

∂αu(xi,tn+1)
∂-xα =1hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2
∑
K-i

k=0
gkvn+1

i+k+α
2 ∑

K-i+1

k=0
gkvn+1

i+k
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

-1 +O(h2)。 (19)

对于对流项的离散,由于p(x)≥0,采用经典的向后迎风格式并且保留其截断误差项中的二阶导数项,并采用第

n时刻的中心差分做为修正[10],即

∂u(xi,tn+1)
∂x =u

n+1
i -un+1

i-1

h +12h
(un

i+1-2un
i+un

i-1)+O(τ+h2)。 (20)

对于方程(1)~(5),时间方向采用向前Euler方法离散,并结合公式(19),(20)式即有:

vn+1
i -vn

i

Δt =-pi
vn+1

i -vn+1
i-1

h +12h
(vn

i+1-2vn
i +vn

i-1
é

ë
êê

ù

û
úú)+

c+,i

hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
i

k=0
gkvn+1

i-k +α
2∑

i+1

k=0
gkvn+1

i-k+
é

ë
êê

ù

û
úú1 +

c-,i

hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
K-i

k=0
gkvn+1

i+k +α
2∑

K-i+1

k=0
gkvn+1

i+k-
é

ë
êê

ù

û
úú1 +sn+1

i 。 (21)

令ζi=
piΔt
h
,ξi=

c+,iΔt
hα ,ηi=

c-,iΔt
hα ,将上式整理得:
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1+ζi-ξi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ξi
α
2g1-ηi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ηi
α
2g

é

ë
êê

ù

û
úú1 vn+1

i -

ξi
α
2g0+ηi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1+ηi
α
2g

é

ë
êê

ù

û
úú2 vn+1

i+1- ζi+ξi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1+ξi
α
2g2+ηi

α
2g

é

ë
êê

ù

û
úú0 vn+1

i-1-

ξi∑
i+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk vn+1

i-k+1-ηi∑
K-i+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk vn+1

i+k-1=

(1+ζi)vn
i-ζi

2v
n
i+1-ζi

2v
n
i-1+Δtsn+1

i 。 (22)

考虑了方程(1)的初边值条件,可以把(21)式写成如下的矩阵形式:

AUn+1=BUn+ΔtSn+1, (23)
其中:

Un+1=[vn+1
1 ,vn+1

2 ,…,vn+1
K-1]T,

Sn+1=[Sn+1
1 ,Sn+1

2 ,…,Sn+1
K-1]T,

A=(Aij)(K-1)×(K=1),B=(Bij)(K-1)×(K=1), (24)

Aij=

1+ζi-ξi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ξi
α
2g1-ηi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ηi
α
2g1

,j=i,

-ξi
α
2g0-ηi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1-ηi
α
2g2

,j=i+1,

-ζi-ξi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1-ξi
α
2g2-ηi

α
2g0

,j=i-1,

-ξi 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gi-j+α
2gi-j

é

ë
êê

ù

û
úú+1 ,j≤i-2,

-ηi 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gj-i+α
2gj-i

é

ë
êê

ù

û
úú+1 ,j≥i+2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï 。

(25)

Bij=

1+ζi,j=i,

-ζi

2
,j=i+1,

-ζi

2
,j=i-1,

0,其他

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 。

(26)

3稳定性分析

定理3 若 17-1
2 ≤α≤2,方程组(23)的系数矩阵A是对角占优的。

证明 当1<α<2,且ε=α
2

时,αε-(1-ε)>0自然成立,所以

Aii=1+ζi-ξi(1-ε)g0-ξiεg1-ηi(1-ε)g0-ηiεg1>0。 (27)
若g2ε+g1(1-ε)≥0,由(9)式可得:

α2
2ε+

α
2ε-α≥0⇒α≥

2-ε
ε
。 (28)

当ε=α
2

时,(28)式等价于α2
2+

α
2-2≥0

且1<α<2,可以得到此不等式的解为:

17-1
2 ≤α≤2。 (29)

综合上面分析,如果 17-1
2 ≤α≤2,可以得到如下结论:

Ai,i+1=-ξiεg0-ηi(1-ε)g1-ηiεg2=-ξiεg0-ηi[(1-ε)g1+εg2]≤0,

Ai,i-1=-ξi(1-ε)g1-ξiεg2-ηiεg0=-ξi[(1-ε)g1+εg2]-ηiεg0≤0,
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Ai,j=-ξi[(1-ε)gi-j+εgi-j+1]≤0,j≤i-2,

Ai,j=ηi[(1-ε)gj-i+εgj-i+1]≤0,j≥i+2。 (30)

再利用(9)式,经过简单的推导可得:Ai,i≥∑
K-1

Ai,j ,所以矩阵A是对角占优的。

定理4 若 17-1
2 ≤α≤2,则对于解带有初边值问题的方程(1)~(5)定义的二阶隐式有限差分格式(20)是

无条件稳定的。
证明 设vn

i,v~ni(i=1,2,…,K-1;n=0,1,2,…,N-1)是有限差分格式(21)的数值解,令:εn
i=v~ni-vn

i,En=
(ε1i,ε2i,…,εn

K-1),显然,AE1=BE0,AEn+1=BEn。现在用数学归纳法证明:‖En‖∞≤(1+K1τ)‖E0‖∞,n=
0,1,…,N-1。

当n=1时,设ε1l= max
1≤i≤K-1

ε1i 。当 17-1
2 ≤α≤2时,(27),(30)式成立且ζi≥0,ηi≥0,ξi≥0,再由gk 的性

质(9)可得:

‖E1‖∞ = ε1l ≤ ε1l -ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
K-l

k=0
gk ε1l -ηl

α
2∑

K-l+1

k=0
gk ε1l -ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
i

k=0
gk ε1l -ξl

α
2∑

l+1

k=0
gk ε1l ≤

1+ζl-ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ξl
α
2g1-ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ηl
α
2g

æ

è
ç

ö

ø
÷1 ε1l -

ξl
α
2g0+ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1+ηl
α
2g

æ

è
ç

ö

ø
÷2 ε1l+1 - ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1+ξl
α
2g2+ηl

α
2g

æ

è
ç

ö

ø
÷0 ε1l-1 -

ξl∑
l+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk ε1l-k+1 -ηl∑

K-l+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk ε1l+k-11 =

(1+ζl)ε0l -ζl

2 ε0l+1 -ζl

2 ε0l-1 ≤ (1+ζl)ε0l +ζl

2 ε0l+1 +ζl

2 ε0l-1 ≤

(1+2ζl)ε0l =(1+K1τ)‖E0‖∞

其中K1 为正常数。
假设‖Ej‖∞≤(1+K1τ)‖E0‖∞,j=1,2,…,n-1。则当j=n时,令 εn

l = max
1≤i≤K-1

εn
i ,1≤l≤K-1。同

理可得:

‖En‖∞ = εn
l ≤ εn

l -ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
K-l

k=0
gk εn

l -ηl
α
2∑

K-l+1

k=0
gk εn

l -ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
l

k=0
gk εn

l -ξl
α
2∑

l+1

k=0
gk εn

l ≤

1+ζl-ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ξl
α
2g1-ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ηl
α
2g

æ

è
ç

ö

ø
÷1 εn

l -

ξl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1+ξl
α
2g2+ηl

α
2g0+ζ

æ

è
ç

ö

ø
÷l εn

l-1 - ξl
α
2g0-ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g1-ηl
α
2g

æ

è
ç

ö

ø
÷2 εn

l+1 -

ξl∑
l+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk εn

l-k+1 -ηl∑
K-l+1

k=3
1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk εn

l-k+1 =

(1+ζl)εn-1
l -ζl

2 εn-1
l+1 -ζl

2 εn-1
l-1 ≤ (1+2ζl)εn-1

l =(1+K1τ)‖En-1‖∞ ≤

(1+K1τ)(1+K1τ)n-1 ‖E0‖∞ ≤eK1nτ ‖E0‖∞。
其中,eK1nτ≤eK1T(nτ≤T)。所以,存在正常数M,使得‖En‖∞≤M ‖E0‖∞,定理得证。 证毕

4收敛性分析

定理5 设u(xi,tn)是方程(1)~(4)的准确解,vn
i 是二阶加权有限差分格式(21)的计算值,则当ε=α

2
且

17-1
2 ≤α≤2时,使得 max

1≤i≤K-1
vn

i-u(xi,tn)≤C(τ+h2),n=1,2,…,Tτ
,其中C是正常数。

证明 令en
i=vn

i-u(xi,tn),且Rn
i 表示点(xi,tn)的截断误差,则

Rn
i = ∂u

∂t+p(x)∂u∂x-c+
∂αu
∂+xα -c-

∂αu
∂-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

α (xi,tn+1)-u(xi,tn+1)-u(xi,tn)
Δt -
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p(xi)u
(xi,tn+1)-u(xi-1,tn+1)

h +12h u(xi+1,tn)-2u(xi,tn)+u(xi-1,tn[ ]{ }) +

c+ (xi,tn+1)
hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
l

k=0
gku(xi-k,tn+1)+α

2∑
l+1

k=0
gku(xi-k+1,tn+1

é

ë
êê

ù

û
úú)+

c- (xi,tn+1)
hα 1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
K-l

k=0
gku(xi+k,tn+1)+α

2∑
K-l+1

k=0
gku(xi+k-1,tn+1

é

ë
êê

ù

û
úú)=O(τ+h2)。

设En= en
1,en

2,…,en
K[ ]-1

T,Rn= Rn
1,Rn

2,…,Rn
K[ ]-1

T,直接计算就可以得到

1+ζi-ξi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 g0-ξi
α
2g1-ηi1-αæ

è
ç

ö

ø
÷
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α
2
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è
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ø
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α
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ø
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è
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k=3
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è
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ö

ø
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2g
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ù

û
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k=3
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è
ç

ö

ø
÷

2 gk-1+α
2g

é

ë
êê

ù

û
úúk en+1

i+k-1=

(1+ζi)en
i -ζi

2e
n
i+1-ζi

2e
n
i-1+τRn

i

接下来,用数学归纳法证明下列不等式:

‖En‖∞≤C(1+Lτ)n-1nτ(τ+h2),n=0,1,…,N-1,其中L为正常数。
设n=1时,令

‖E1‖∞ = e1l ≤ e1l -ηl1-αæ

è
ç

ö

ø
÷

2 ∑
K-l

k=0
gk e1l -ηl

α
2∑
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è
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ø
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2 ∑
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2e
0
l-1+Cτ(τ+h2)=Cτ(τ+h2)=C(1+Lτ)0τ(τ+h2)。

设‖En-1‖∞≤C(1+Lτ)n-2(n-1)τ(τ+h2),n=0,1,…,N-1,且‖En‖∞= en
l = max

1≤i≤K-1
en

i ,(1≤l≤

K-1),则得到:
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k=3
1-αæ

è
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2 gk-1+α
2g

é

ë
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û
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i+k-1 =

(1+ζl)en-1
l -ζl

2e
n-1
l+1 -ζl

2e
n-1
l-1 +Cτ(τ+h2)≤ (1+ζl)en-1

l +ζl

2 en-1
l+1 +

ζl

2 en-1
l-1 +Cτ(τ+h2)≤ (1+2ζl)‖En-1‖∞ +Cτ(τ+h2)≤

(1+Lτ)C(1+Lτ)n-2(n-1)τ(τ+h2)+Cτ(τ+h2)(1+Lτ)n-1=C(1+Lτ)n-1nτ(τ+h2)。
因为(1+Lτ)n-1≤eL(n-1)τ≤eLT(nτ≤T),所以存在正常数M,使得

max
1≤i≤K-1

vn
i-u(xi,tn)≤M(τ+h2),n=1,2,…,N-1;i=1,2,…,K-1。 证毕

5数值算例

考虑带有如下初边值问题的变系数双边空间分数阶偏微分方程:

∂u(x,t)
∂t =-p(x)∂u

(x,t)
∂x +c+(x,t)∂

1.8u(x,t)
∂+x1.8 +c-(x,t)∂

1.8u(x,t)
∂-x1.8 +s(x,t),

u(x,0)=x2(x-2)2,0<x<2,

u(0,t)=u(2,t)=0,t>0。 (31)
其中: p(x)=x,c+(x,t)=Γ(3-α)x1.8,c-(x,t)=Γ(3-α)(2-x)1.8,

s(x,t)=-e-t[8(2-x)2-24Γ
(3-α)

Γ(4-α)
(x3+(2-x)3)+24Γ

(3-α)
Γ(5-α)×

(x4+(2-x)4)+12x3-4x4]+e-tx2(2-x)2,α=1.8。 (32)

此方程的精确解为u(x,t)=e-tx2(2-x)2。
表1给出了此方程当t=1.0时刻由本文提出的隐式有限差分方法得到最大误差 E1=‖e‖l∞ =

max
1≤i≤K-1

u(xi,tn)-vn
i ,E2=‖e‖l2 =(∑

K-1

i=1
u(xi,tn)-vn

i
2h)

1
2 和 收 敛 阶 Rate=log2(En/En+1)/log2(hn/

hn+1),En,En+1代表相邻两次的最大误差,hn,hn+1代表相邻两次的步长。从表中可以看到,本文所构造的加权隐

式有限差分格式具有二阶精度,需要说明的是时间步长都取空间步长的平方,这样时间方向不会影响到空间的

二阶收敛性。

表1 用二阶隐式有限差分求解在t=1.0时的最大误差和收敛阶

(Δt,h) ‖e‖l∞ Rate ‖e‖l2 Rate

1
102
,1( )10 2.4868E-02 - 2.5206E-02 -

1
202
,1( )20 6.2728E-03 1.98 6.3233E-03 1.995

1
302
,1( )30 2.7930E-03 1.996 2.8356E-03 1.98

1
402
,1( )40 1.5779E-03 1.98 1.6016E-03 1.99

1
502
,1( )50 9.7233E-04 2.17 9.8960E-04 2.16

1
602
,1( )60 6.6313E-04 2.099 6.7356E-04 2.11

1
702
,1( )70 4.7272E-04 2.19 4.7781E-04 2.227

1
802
,1( )80 2.8342E-04 3.83 2.9079E-04 3.72
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Abstract:Akindofimplicitfinitedifferenceschemesfortwo-sidedspacefractionaladvection-dispersionpartialdifferentialequations
withvariablecoefficientisintroduced.Thiskindofschemes’unconditionallystableandconvergencerateO(Δt+h2)withfractional

derivativeαbelongingto 17-1
2 ≤α≤2areproved.Numericalexamplesaregiventoshowtheefficiencyandtheconvergencerate

ofpresentedschemes.
Keywords:two-sidedspacefractionalpartialdifferentialequationswithvariablecoefficient;finitedifferencescheme;unconditionally
stable;convergencerate
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