
 2015年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.2015
第32卷 第6期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.32 No.6

运筹学与控制论 DOI:10.11721/cqnuj20150616

严格G-半预不变凸性及其应用研究
*

李科科1,2,彭再云2,万 轩3,唐 平4

(1.重庆师范大学 数学学院,重庆401331;2.重庆交通大学 理学院,重庆400074;

3.重庆电讯职业学院 基础部,重庆402247;4.重庆文理学院 数学与财经学院,重庆402160)

摘要:一类新的广义凸函数———严格G-半预不变凸函数被提出,它是一类重要的广义凸函数,是严格G-预不变凸函数的

真推广。首先,给出例子说明严格G-半预不变凸函数的存在性及其与相关广义凸函数间的一些关系;然后,对严格G-半

预不变凸函数的一些基本性质进行了讨论;最后,将此类严格G-半预不变凸性分别应用于无约束非线性规划问题、带不

等式约束的非线性规划问题及多目标规划问题 Mond-Weir对偶的研究中,获得了一些对偶理论和最优性结果,并举例验

证了结论:当f,gi 均为严格G-半预不变凸函数,则问题(P2)的可行集和最优解集均为关于η的半不变凸集,且此时问题

(P2)的局部最优解即为其全局最优解。
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凸性以及广义凸性在工程技术、经济管理和最优化理论中起着关键性的作用;非线性规划中有一个重要的

研究方向就是有关凸性和广义凸性方面的研究[1-2]。一类被称为不变凸函数的广义凸函数在文献[3]中被给出,
接着Craven在它的基础上建立了分式规划的对偶原理。文献[4]中讨论了一类广义凸函数—预不变凸函数,它
是不变凸函数进一步的推广,文献[5]进一步对预不变凸函数的性质展开了深入研究。然后,半严格预不变凸函

数的概念在文献[6]中被提出,研究者还对其性质进行了一些讨论。G-预不变凸函数的定义在文献[7-8]中被给

出,文献[7-8]还探究了其在非线性规划中的一些重要应用。接着半严格G-预不变凸性、强G-预不变凸性的性质

与应用在文献[9-10]中分别进行了讨论。一类较预不变凸函数更广的函数—半预不变凸函数,是Yang等人[11]

在研究变分不等式时提出的,此外,关于此类函数的一些应用在文献[11]也有所讨论。最近,彭再云等人在文献

[12-14]中分别提出了G-半预不变凸函数、强G-(半)预不变凸性,此外,关于这些函数的性质及其在非线性规划

中的一些重要应用也有所研究。
受文献[7,9,12-14]的启发,本文提出了一类新的广义凸函数———严格G-半预不变凸函数。首先,用例子验

证了此类函数的存在性,并举例说明此类函数是严格预不变凸函数的真推广;然后对严格G-半预不变凸函数的

一些基本性质进行了讨论;最后分别研究了严格G-半预不变凸函数在无束非线性规划问题、带不等式约束的非

线性规划问题及多目标规划问题 Mond-Weir对偶中的应用,获得了一些对偶理论和最优性结果,并举例验证说

明所得结论的正确性。

1基本概念与例子

本文均假设K⊂Rn 为非空集合。
定义1[12] 称集合K 是关于η的半不变凸集,若存在一个向量函数η:Rn×Rn×[0,1]→Rn(当x≠y时,η≠

0)对∀x,y∈K,λ∈[0,1]都有y+λη(x,y,λ)∈K。
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定义2[13] 设集合K⊂Rn 是关于η的半不变凸集,记f在点y∈K 关于η 是半预不变凸函数,如果对任意

x∈K,及λ∈[0,1]满足lim
λ→0

λη(x,y,λ)=0,且f(y+λη(x,y,λ))≤λf(x)+(1-λ)f(y)。若对∀y∈K,f在点y

关于η均为半预不变凸函数,称f是K 上关于η 的半预不变凸函数。当x≠y时,若以上定义中严格不等式成

立,称f在点y∈K 是关于η的严格半预不变凸函数。
定义3[13] 设集合K⊂Rn 是关于η的半不变凸集,f:K→R是K 上关于η的G-半预不变凸函数,当且仅当

存在连续的实值递增函数G:If(K)→R和向量函数η:Rn×Rn×[0,1]→Rn,使得对所有x,y∈K 和λ∈[0,1]满
足lim

λ→0
λη(x,y,λ)=0,且f(y+λη(x,y,λ))≤G-1(λG(f(x)))+(1-λ)G(f(y))。

下面给出严格G-半预不变凸函数的定义。
定义4 设集合K⊂Rn 是关于η的半不变凸集,f:K→R在K 上关于η 为严格G-半预不变凸函数,有且只

有存在向量函数η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 和连续的实值递增函数G:If(K)→R,使得对∀x,y∈K,x≠y和λ∈
(0,1)满足lim

λ→0
λη(x,y,λ)=0,且f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]。

注1 定义4中如果对于∀x,y∈K,f(x)≠f(y),λ∈(0,1)有上式成立,则称函数f在K 上关于η 为半严

格G-半预不变凸函数。
下面给出例1说明严格G-半预不变凸函数的存在性。

例1 设K=R,f(x)=exp4x( )-1 ,G(t)=lnt,t∈ 0,( )+∞ ,η(x,y,λ)=

λx-y,x>0,y≥0;

x-y-1,x≤0,y≤0;

-λx-y,x>0,y<0;

x-y-λ,x≤0,y>0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 。

根据定义4,容易验证函数f是K 上关于η的严格G-半预不变凸函数。
注2 每个严格半预不变凸函数均是关于同一η的严格G-半预不变凸函数(只需取G(x)=x),但反之可能

不成立。很明显,严格半预不变凸函数是严格G-半预不变凸函数的特殊情形。
下述例2说明了严格G-半预不变凸函数可能不是关于同一η的严格半预不变凸函数。

例2 设K= 0,( )+∞ ,f(x)=lnx,G(t)=et,t∈ -∞,( )+∞ ,η(x,y,λ)=λx-y。
易知K= 0,( )+∞ 是关于η(x,y,λ)=λx-y的半不变凸集,以及f 是关于η 的严格G-半预不变凸函数。

但取x=1,y=4,λ=0.5时,有 f y+ληx,y,( )( )λ =f y+λλx-( )( )y =f 2.( )25 =ln2.( )25 >λf(x)+
(1-λ)f(y)=0.5ln1+0.5ln4=ln2,因此f不是关于同一η的严格半预不变凸函数。

下面的例3说明了G-半预不变凸函数可能不是关于同一η的严格/半严格G-半预不变凸函数。
例3 设K=R,f(x)=ln(x +1),G(t)=et,t∈[0,+∞)。容易验证K 是一个关于η(x,y,λ)的半不变凸

集和lim
λ→0

λη(x,y,λ)=0,其中η(x,y,λ)=

λx-y,x≥0,y≥0;

-y,x≥0,y<0;

-x-y,x<0,y≥0;

λx-y,x<0,y<0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 。

由定义3可知,f是一个关于η的G-半预不变凸函数。然而,令x=-1,y=2,λ=0.5,可以得到

f(x)=f(-1)=ln2,f(y)=f(2)=ln3,f(y+λη(x,y,λ))=ln y+λ(-x-y)( )+1 =ln2.( )5 =
ln0.5eln2+0.5e( )ln3 =G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]。

显然,f关于η既不是严格G-半预不变凸函数也不是半严格G-半预不变凸函数。

2严格G-半预不变凸函数的一些基本性质

本小节将讨论严格G-半预不变凸函数的几个性质。
说明:称函数G 满足可加性,如果实值函数G 满足G(x+y)=G(x)+G(y),x,y属于该函数的定义域;称函

数G 满足正齐次性,如果实值函数G 满足G(kx)=kG(x),k>0,x属于该函数的定义域。
引理1[13] 设G:R→R是一个连续实值函数,则G-1是递增函数当且仅当G 也是递增函数。
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引理2[14] 设G:R→R是一个连续实值函数,如果G 递增且是凹的,则G-1是凸的;如果G 递增且是凸的,

则G-1是凹的。

定理1 设K⊂Rn 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,函数f,g:K→R均是K 上关于同一η 的

严格G-半预不变凸函数,α和k>0均为任意常数,则

1)若G:If(K)→R和G-1满足可加性,则f+g和f+α都是K 上关于同一η的严格G-半预不变凸函数;

2)若G:If(K)→R和G-1满足正齐次性,则kf是K 上关于同一η的严格G-半预不变凸函数。

证明 因为f,g 均是关于同一η 的严格G-半预不变凸函数,对于∀x,y∈K,x≠y 和λ∈(0,1),有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))],g(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(g(x))+(1-λ)G(g(y))]。

由以上两式以及G 和G-1的可加性,可得

(f+g)(y+λη(x,y,λ))=f(y+λη(x,y,λ))+g(y+λη(x,y,λ))<
G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]+G-1[λG(g(x))+(1-λ)G(g(y))]=

G-1[λG((f+g)(x))+(1-λ)G((f+g)(y))]。
故f+g是K 上关于同一η的严格G-半预不变凸函数。同理可得f+α和kf 都是K 上关于同一η的严格

G-半预不变凸函数。 证毕

定理2 若K⊂Rn 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,函数fi:K→R(i=1,2,…,n)均为关于同

一η的严格G-半预不变凸函数,若G:If(K)→R和G-1均具有可加性和正齐次性,λi>0,i=1,…,n均为任意常

数,则f=∑
n

i=1λifi(x)是K 上关于同一η的严格G-半预不变凸函数。

证明 利用定理1显然可得结论。 证毕

定理3 设K⊂Rn 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f是K 上关于η的严格G1-半预不变凸函

数,G2 在If(K)上是一个连续且严格递增函数,若g(t)=G2G-1
1 是G1 关于f的像上的凸函数,则函数f为关于

η的严格G2-半预不变凸函数。

证明 由于f是严格G1-半预不变凸函数,则对∀x,y∈K,x≠y,∀λ∈(0,1)有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1
1 [λG1(f(x))+ (1-λ)G1(f(y))]。

因为G2 在If(K)是连续且严格递增函数,则由上式可得

G2(f(y+λη(x,y,λ)))<G2G-1
1 [λG1(f(x))+ (1-λ)G1(f(y))]。

由于g(t)=G2G-1
1 在G1 关于f的像上是凸的,于是对∀x,y∈K,x≠y,∀λ∈(0,1)有

G2G-1
1 [λG1(f(x))+ (1-λ)G1(f(y))]≤λG2G-1

1 G1(f(x))+ (1-λ)G2G-1
1 G1(f(y))=

λG2(f(x))+(1-λ)G2(f(y))。

又由引理1可知G-1
2 是增函数,则有

G-1
1 (λG1(f(x))+ (1-λ)G1(f(y)))≤G-1

2 (λG2(f(x))+ (1-λ)G2(f(y)))。

综上可知,对∀x,y∈K,x≠y,∀λ∈(0,1)有f(y+λη(x,y,λ))<G-1
2 (λG2(f(x))+ (1-λ)G2(f(y)))

成立,故f是关于η的严格G2-半预不变凸函数。 证毕

定理4 设K⊂Rn 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,函数f:K→R在K 上关于η为严格G-半

预不变凸函数,且对∀x,y∈K,都有f(y+η(x,y,1))≤f(x)成立,那么水平集Sα={x∈K:f(x)≤α}是一个关

于η的半不变凸集,其中α∈R。

证明 设∀x,y∈Sα 且x≠y,则f(x)≤α,f(y)≤α。
因为K 是关于η的半不变凸集,则对∀λ∈[0,1],有y+λη(x,y,λ)∈K。由题设易知,当λ=0,1时,有y+

λη(x,y,λ)∈Sα 成立。故只需要证明,对∀λ∈(0,1)有y+λη(x,y,λ)∈Sα 即可。

据f的严格G-半预不变凸性及引理1可知,对∀λ∈(0,1)有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]≤G-1[λG(α)+(1-λ)G(α)]=G-1(G(α))=α。

综上可得,对∀x,y∈Sα,λ∈[0,1]有y+λη(x,y,λ)∈Sα,即水平集Sα 是一个关于η的半不变凸集。 证毕
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3严格G-半预不变凸函数在非线性规划中的应用

本节将分别研究无约束条件和有约束条件的非线性规划问题及其 Mond-Weir型对偶问题,获得在严格G-
半预不变凸性下的一些最优性结果和对偶理论。然后,给出例子说明主要的结果。

首先考虑如下无约束非线性规划问题(P1):

min f(x),

s.t. x∈K。
其中K 是Rn 的非空子集,f:K→R。

定理5 对于问题(P1),设K 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f在集合K 上关于η是严格G-
半预不变 凸 函 数,则 问 题 (P1)的 每 一 个 局 部 最 优 解 都 是 它 的 全 局 最 优 解。如 果 对 ∀x,y∈K,有

f(y+η(x,y,1))=f(x),则问题(P1)最优解集是一个关于η半不变凸集。
证明 1)若y∈K 是问题(P1)的局部最优解,但不是全局最优解。则存在x∈K 满足f(x)<f(y)。由于

f是K上关于η的严格G-半预不变凸函数,根据定义4可知,G 为实值递增函数,且有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]。 (1)
由G 为实值递增函数和引理1可知,G-1也为递增函数,从而再结合(1)式和f(x)<f(y)(0<λ<1),可得

f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(y))+(1-λ)G(f(y))]=G-1(G(f(y)))=f(y)。
于是对于任意的λ∈(0,1),有

f(y+λη(x,y,λ))<f(y)。 (2)
当λ充分小时,则(2)式与y∈K 是局部最优解矛盾,故(P1)的局部最优解是它的全局最优解。

2)设A 是问题(P1)的最优解集,若∀x,y∈A,且x≠y,则f(x)=f(y)。因为当λ=0,1时,有y+λη(x,y,

λ)∈A 成立。故要证明A 是关于η的半不变凸集,只需证明对∀λ∈(0,1)有y+λη(x,y,λ)∈A 成立即可。

K 为半不变凸集,则y+λη(x,y,λ)∈K。现假设y+λη(x,y,λ)∉A,即

fy+λη(x,y,λ( ))>f( )x = ( )fy 。 (3)
又由f是K 上关于η的严格G-半预不变凸函数及f(x)=f(y),可得到

f(y+λη(x,y,λ))<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))]=G-1[λG(f(y))+(1-λ)G(f(y))]=
G-1(G(f(y)))=f(y)=f(x)。

即fy+λη(x,y,λ( ))<f( )x = ( )fy ,这与(3)式矛盾,故y+λη(x,y,λ)∈A。因此,(P1)的最优解集是一个

关于η的半不变凸集。 证毕

下面举例说明定理5的正确性。

例4 设K=(-∞,+∞),f=arctanx2,η(x,y,λ)=λx-y, ( )Gt =tant,t∈ 0,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
。

容易验证K=(-∞,+∞)是关于η的半不变凸集、函数f是K 上关于η的严格G-半预不变凸函数。
取x=0,显然x=0是问题(P1)的局部最优解,也是问题(P1)的全局最优解,容易验证最优解集A={0}是关

于η的半不变凸集。
下面考虑如下带约束非线性规划问题(P2):

min f(x),

s.t. gi(x)≤0,i∈J={1,…,m},x∈K。
其中K 是Rn 的非空子集,f,gi:K→R,i∈J。(P2)的可行解集为D={x∈K|gi(x)≤0,i∈J}。

定理6 对于问题(P2),设K 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f是K 上关于η的严格G-半预

不变凸函数,gi(i∈J)是K 上关于同一η 的严格Gi-半预不变凸函数,且对∀x,y∈K,有gi(y+η(x,y,1))≤
gi(x),f(y+η(x,y,1))=f(x),则问题(P2)的可行解集D 和最优解集A 均是关于同一η的半不变凸集。

证明 1)设∀x,y∈D,有y+λη(x,y,λ)∈K 且

gi(x)≤0,gi(y)≤0,∀i∈J。 (4)
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又gi,i∈J是D 上关于η的严格Gi-半预不变凸函数,则Gi,i∈J均为递增函数,且对∀x,y∈D,x≠y,λ∈
(0,1),有

gi(y+λη(x,y,λ))<G-1
i [λGi(gi(x))+(1-λ)Gi(gi(y))],∀i∈J。 (5)

由Gi,i∈J的递增性和引理1可得,G-1
i ,i∈J也均为递增函数,联合(4)式和(5)式对∀i∈J有

gi(y+λη(x,y,λ))<G-1
i λGi(0)+(1-λ)Gi(0[ ])=G-1

i (Gi(0))=0。
故对∀i∈J,∀λ∈(0,1),有y+λη(x,y,λ)∈D。又因为当λ=0,1时,有y+λη(x,y,λ)∈D 成立,所以D 是

关于η的半不变凸集。

2)设∀x,y∈A,则f( )x = ( )fy 。由1)部分可得,y+λη(x,y,λ)∈D。
假设y+λη(x,y,λ)∉A,则

fy+λη(x,y,λ( ))>f( )x = ( )fy 。 (6)
因为f是K 上关于η的严格G-半预不变凸函数,则对∀x,y∈A,x≠y,λ∈(0,1),有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1 λG(f(x))+(1-λ)G(f(y[ ]))。 (7)
又由于f(x)=f(y),则由(7)式有

f(y+λη(x,y,λ))<G-1 λG(f(x))+(1-λ)G(f(x[ ]))=G-1 G(f(x[ ]))=f( )x = ( )fy 。
这与(6)式矛盾,故y+λη(x,y,λ)∈A。又因为当λ=0,1时,有y+λη(x,y,λ)∈A 成立,于是最优解集A

是关于η的半不变凸集。 证毕

定理7 对于问题(P2),设K 是关于η:Rn×Rn×[0,1]→Rn 的半不变凸集,f是K 上关于η的严格G-半预

不变凸函数,gi(i∈J)是K 上关于同一η的严格Gi-半预不变凸函数。则问题(P2)的每一个局部最优解均是它

的全局最优解。
证明 (反证法)若y∈K 是问题(P2)的局部最优解,但不是全局最优解。则存在x∈K 满足f(x)<f(y)。

由定理6可知,对∀λ∈(0,1)有y+λη(x,y,λ)∈D。类似定理5的证明过程可得,对于任意的0<λ<1,有

f(y+λη(x,y,λ))<f(y)。当λ充分小时,这与y∈K 是局部最优解矛盾,故可得(P2)的局部最优解是它的全局

最优解。 证毕

下面举例验证说明定理6和定理7。
例5 考虑如下带约束非线性规划问题(P2):

min f(x)=exparctan( )x ,

s.t.g1(x)=arctan x( )-1 ≤0,g2(x)= x -2≤0,x∈K=R。

其中 ( )Gt =tanln( )t ,t∈[1,e
π
2),G1 ( )t =tant,t∈ -π4

,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
,G2 ( )t =t,t∈[-2,+∞),η x,y,( )λ =

λx-y,x≠0;

λy-2y,x=0{ 。
据定义4,容易验证f在集合K 上关于η为严格G-半预不变凸函数,g1 在集合K 上关于同一η是严格G1-

半预不变凸函数,g2 在集合K 上关于同一η为严格G2-半预不变凸函数。
易得,可行解集为D=[-1,1],最优集解A { }= 0 。显然,可行解集D=[-1,1]及最优集解A { }= 0 均是关

于η的半不变凸。而且还可验证x=0是问题(P2)的局部最优解,也是(P2)的全局最优解。
最后,将探究严格G-半预不变凸函数在对偶问题中的一些应用,下面先给出相关概念。
设x= x( 1,x2,…,x )n ,y= y( 1,y2,…,y )n ,x=y 表 示 xi=yi i=1,2,…, )( n ;x<y 表 示 xi<

yi(i=1,2,…,n);x≦y表示xi≤yii=1,2,…, )( n ;x≤y表示x≦y,而x≠y。
定义5[14] 对问题(P):minf(x)=(f1(x),f2(x),…,fn(x))(x∈S,S 为所有满足问题(P)约束条件点的

集合),设x*是问题的可行解。如果不存在(P)的可行解x,使f(x)≤f(x*)成立,那么称x*是该问题的有效解

(若min改成max,f(x)≤f(x*)应改为f(x*)≤f(x))。
讨论如下多目标规划问题(FP):

min f(x)= f1(x),f2(x),…,fp(x( )),

s.t. hj(x)≤0,j=1,…,k,x∈K{ 。
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其中:fi:K→R(i=1,…,p);hj:K→Rj=1,…,( )k ;K 为关于η 的半不变凸集。记(FP)的可行域为W0={x∈
K hj ( )x ≤0,j=1,…,k}。

(FP)问题的 Mond-Weir型对偶问题(FD)的形式如下。

max f(y)= f1(y),f2(y),…,fp(y )( ),

s.t. ∑
p

i=1
λi Ñfi(y)+∑

k

j=1
uj Ñhj(y)=0,

∑
k

j=1
ujhj(y)≥0,λ= λ1,λ2,…,λ )p ≥0,u= u1,u2,…,u )k ≧(( 0。

令W1= λ,u,( ){ y ∈Rp
+×Rk

+×K ∑
p

i=1
λi Ñfi ( )y +∑

k

j=1
uj Ñhj ( )y =0,∑

k

j=1
ujhj ( )y ≥0,λ= λ( 1,λ2,…,λ )p ≥

0,u= u1,u2,…,u )k ≧ }( 0 。

定理8 (弱对偶)假设x 是(FP)的可行解(即x∈W0),(λ,u,y)是(FD)的可行解(即(λ,u,y)∈W1),

fi(i=1,…,p),hj(j=1,…,k)是关于同一η的严格G-半预不变凸函数,如果G 递增且是凹的,G-1和G 具有可

加性和正齐次性,于是有f(x)≥f(y)。
证明 反证法。假设f(x)<f(y),即fi(x)<fi(y)。因为fi(i=1,…,p),hj(j=1,…,k)是严格G-半预不

变凸的,所以由定理2知∑
p

i=1
λifi,∑

k

j=1
ujhj 也是严格G-半预不变凸函数。根据严格G-半预不变凸函数的定义及

G 的可加性和正齐次性,对∀x,y∈K,x≠y,t∈(0,1),有

∑
p

i=1
λifi y+tη(x,y,t( ))<G-1 t∑

p

i=1
λiG fi ( )( )x + 1- )( t ∑

p

i=1
λiG fi ( )( )[ ]y 。

由假设有fi y+tη(x,y,t( ))<G-1 tGfi ( )( )[ x + 1- )tG fi ( )( )( ]y ,i=1,2,…,p。

又因G 递增且是凹的,由引理2知G-1是凸的,所以有

fi y+tη(x,y,t )( )<tG-1 Gfi(x( )( )) + 1- )( tG-1 Gfi(y( )( )) =tfi(x( ))+ 1- )( t fi(y( )),i=1,2,…,p。

于是∑
p

i=1
λifi y+tη(x,y,t )( )<t∑

p

i=1
λi fi(x( ))+ 1- )( t ∑

p

i=1
λi fi(y( )) 。

因此有
∑
p

i=1
λifi y+tη(x,y,t )( )-∑

p

i=1
λi fi(y( ))

t <∑
p

i=1
λifi(x)-∑

p

i=1
λifi(y)。由t的任意性,故

lim
t→0+

∑
p

i=1
λifi y+tη(x,y,t )( )-∑

p

i=1
λifi(y)

t ≤∑
p

i=1
λifi(x)-∑

p

i=1
λifi(y),

即 η(x,y)∑
p

i=1
λi Ñfi(y)≤∑

p

i=1
λifi(x)-∑

p

i=1
λifi(y)。 (10)

其中η(x,y)=limt→0+η(x,y,t),下文中也是一样。

同理可得 η(x,y)∑
k

j=1
uj Ñhj(y)≤∑

k

j=1
ujhj(x)-∑

k

j=1
ujhj(y)。 (11)

(10)、(11)式相加可得

η(x,y)(∑
p

i=1
λi Ñfi(y)+∑

k

j=1
uj Ñhj(y))≤∑

p

i=1
λifi(x)-∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(x)-∑

k

j=1
ujhj(y)。

由(λ,u,y)∈W1 知,上式左端为0。因为x∈W0,(λ,u,y)∈W1,所以hj(x)≤0,∑
k

j=1
ujhj(y)≥0。再由假

设f(x)<f(y)以及λ≥0,u≧0知,上式右端小于0,从而推得矛盾,故有f(x)≥f(y)成立。 证毕

引理3[14] 设x* 是(FP)的有效解,则存在λ*=(λ*
1 ,λ*

2 ,…,λ*
P )≥0,u*=(u*

1 ,u*
2 ,…,u*

k )≧0使得:

1)∑
p

i=1
λ*

i Ñfi(x*)+∑
k

j=1
u*

j Ñhj(x*)=0;2)∑
k

j=1
u*

jhj(x*)=0。
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定理9 (强对偶)设x*是(FP)的有效解,(λ,u,y)是(FD)的可行解(即(λ,u,y)∈W1),fi(i=1,…,p),

hj(j=1,…,k)是严格G-半预不变凸函数,若G 递增且是凹的,G-1和G 满足可加性和正齐次性,则存在λ*=
(λ*
1 ,λ*

2 ,…,λ*
P)≥0,u*=(u*

1 ,u*
2 ,…,u*

k )≧0,使得(λ*,u*,x*)是(FD)的有效解。

证明 由引理3知,存在λ* =(λ*
1 ,λ*

2 ,…,λ*
P )≥0,u* =(u*

1 ,u*
2 ,…,u*

k )≧0,使得1)、2)成立,从而

(λ*,u*,x*)是(FD)的可行解。由定理8知,对(FD)的可行解 λ,u, )( y 有f(x*)≥f(y)。由定义5知(λ*,u*,

x*)是(FD)的有效解。 证毕

定理10 (逆对偶)设x* 是(FP)的可行解(即x*∈W0),(λ,u,y)是(FD)的可行解(即(λ,u,y)∈W1),

∑
p

i=1
λifi(x*)<∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y),且fi(i=1,…,p),hj(j=1,…,k)是关于同一η的严格G-半预不变凸

函数。如果G 递增且是凹的,G-1和G 满足可加性和正齐次性,则有x*=y,且y是(FP)的有效解。
证明 先证x*=y。如不然,假设x*≠y。由于fi,hj 均是严格G-半预不变凸函数,G-1和G 具有可加性和

正齐次性,故∑
p

i=1
λifi+∑

k

j=1
ujhj 也是严格G-半预不变凸函数,又因为G 递增且是凹的,根据严格G-半预不变凸函

数的定义及定理8的推导过程有

η(x*,y)(∑
p

i=1
λi Ñfi(y)+∑

k

j=1
uj Ñhj(y))≤∑

p

i=1
λifi(x*)-∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(x*)-∑

k

j=1
ujhj(y),

由(λ,u,y)∈W1 知,上式左端为0,即有∑
p

i=1
λifi(x*)+∑

k

j=1
ujhj(x*)≥∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y)。因为x*∈

W0,所以hj(x*)≤0,由上式可得∑
p

i=1
λifi(x*)≥∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y)。

这与已知∑
p

i=1
λifi(x*)<∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y)矛盾,故有x*=y。

下证x*是(FP)的有效解。如果x* 不是(FP)的有效解,根据定义5可知,存在(FP)的可行解,满足

f(x)≤f(x*),即fi(x)≤fi(x*)。因为λ≥0,所以∑
p

i=1
λifi(x)≤∑

p

i=1
λifi(x*)。

由x∈W0,以及∑
p

i=1
λifi(x*)<∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y)知

∑
p

i=1
λifi(x)+∑

k

j=1
ujhj(x)<∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(y) (12)

因为∑
p

i=1
λifi+∑

k

j=1
ujhj 是严格G-半预不变凸函数且G 递增且是凹的,故由引理2及定理8的证明过程知

η(x,y)(∑
p

i=1
λi Ñfi(y)+∑

k

j=1
uj▽hj(y))≤∑

p

i=1
λifi(x)-∑

p

i=1
λifi(y)+∑

k

j=1
ujhj(x)-∑

k

j=1
ujhj(y)。

上式左端为0,而据(12)式知上式右端小于0,出现矛盾,则假设不成立。故x*是(FP)的有效解。 证毕
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Abstract:Aclassofnewgeneralizedconvexfunction—strictlyG-semi-preinvexfunctionsisgiveninthispaper,whichisanimpor-
tantclassofgeneralizedconvexfunctions.ItisatruegeneralizationofstrictlyG-preinvexfunctions.Firstly,someexamplesaregiv-
entoshowtheexistenceofstrictlyG-semi-preinvexfunctionsandtherelationshipswiththerelatedgeneralizedconvexfunctions.

Afterwards,somecharactersofstrictlyG-semi-preinvexfunctionsarediscussed.Finally,theapplicationsofstrictG-semi-preinvexi-
tyforwithoutconstraintsandwithinequalityconstraintsinnonlinearprogrammingproblemandMond-Weirtypedualityaregiven,

respectively,thensomedualitytheoriesandoptimalityresultsareobtained.Thecorrectnessoftheconclusionsthatf,giarestrictly

G-semi-preinvexfunctions,respectively,thenthefeasiblesetsandtheoptimalsolutionsetsoftheproblem(P2)aresemi-invexsets

withrespecttoη,andthelocaloptimalsolutionistheglobaloptimalsolutionisverifiedbyexamples.

Keywords:semi-invexsets;strictlyG-semi-preinvexfunctions;nonlinearprogramming;duality
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