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非凸半定规划的鞍点存在性研究
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摘要:主要利用矩阵分析的谱分解、Frobenius内积及其相关性质,凸分析的凸集分离定理来研究非凸半定规划问题的鞍

点的存在性,通过3种不同的方式给出并证明了鞍点存在的一些充分、必要以及充分必要条件。首先,利用一个不等式系

统给出了与文献[1]中的对偶定理等价的一个鞍点存在的充分必要条件。然后,给出了广义的KKT条件,并在不变凸性

的假设下,证明了广义KKT条件是鞍点存在的一个充分条件;若x∈intC,则广义 KKT条件是鞍点存在的一个必要条

件。最后,定义了一个扰动函数ν,并在非凸半定规划问题的最优解存在的假设下,利用此扰动函数给出了鞍点存在的一

个充分必要条件:若非凸半定规划问题的最优解存在,则对偶可达且无对偶间隙等价于扰动函数ν的上图在点(0,ν(0))

处存在支撑超平面。
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文中用Rm,Sn,Sn
+分别表示m 维向量空间,n阶对称矩阵空间及n 阶半定矩阵锥。考虑如下形式的非凸半

定规划问题:

min f(x)

s.t. g(x)≤0,G(x)≤0,x∈C⊂Rm。
(1)

其中函数f:Rm→R,g:Rm→Rk,G:Rm→Sn 均不要求是凸的,且G(x)≤0当且仅当-G(x)∈Sn
+。

鞍点在优化问题的对偶理论以及最优性条件的讨论中扮演着重要的角色。鞍点可以把原问题与对偶问题

的最优解以及其最优值紧密联系起来,因此鞍点存在性的研究对于优化问题是很重要的。

文献[1]中给出了对偶定理,事实上即为鞍点存在的一个充分必要条件。此文献在Slater条件成立,以及类

凸(预不变凸)性的假设下,证明了鞍点存在的一个充分条件。文献中还研究了问题(1)的一种特殊情况,即把

“g(x)≤0”退化为等式约束即“g(x)=0”,此时则不满足Slater条件,文献中也给出了对应的鞍点存在的充分必

要条件。文献[2]中证明了鞍点存在的一个充分必要条件,并在凸性和Slater条件的假设下给出了鞍点存在的

一个充分条件。事实上,文献[2]中的非线性半定规划问题是问题(1)的特殊情况[1,3],因此本文给出的部分结论

比文献[2]中的结论更一般,所以文献[2]中的部分结论是本文结论的特殊情况。

在一般的非线性规划问题中,无论是在最优性条件还是鞍点存在性的研究,Karus-Kuhn-Tucker条件(简称

KKT条件)都起着重要的作用[4]。在非线性半定规划一个局部最优解处满足Robinson约束品性的前提下,文
献[5]中证明了以下条件是等价的:强二阶充分条件和约束非退;KKT系统的Clarke’sJacobian非奇异;KKT
点满足强正则性。文献[6]中也给出了在不同的假设条件下KKT点是广义方程的强正则解。此外,从计算的角

度来看,由于KKT系统的求解易在计算机上实现,因此本文给出了所谓的广义Karus-Kuhn-Tucker条件(6)式,

简称广义KKT条件。本文讨论了鞍点存在性与广义KKT条件的关系,证明了在不变凸性的假设下,广义KKT
条件是鞍点存在的充分条件。还给出了与文献[1]中的对偶定理等价的一个定理即鞍点存在的另一个充分必要
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条件,这一充分必要条件由方程组的形式给出易在计算机上求解。引入扰动函数,并利用扰动函数来刻画鞍点

存在的一个充分必要条件。

本文在第1节中给出了一些记号与定义,在第2节中讨论了非凸半定规划问题(1)的鞍点存在的一些充分、

必要以及充分必要条件。第3节为总结部分。

1预备知识与记号

这一节将介绍一些定义、性质与符号。在对称矩阵空间Sn 中可定义内积为A·B=∑
n

i=1
∑
n

j=1
AijBij=tr(AB),

∀A,B∈Sn,其中tr表示矩阵的迹。基于此可以定义 A·C=

A·C11 … A·C1q
A·C21 … A·C2q
 ︙  ︙  ︙

A·Cp1 … A·C

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

pq

,其中 A∈Sn,C=

C11 … C1q
C21 … C2q
︙ ︙ ︙

Cp1 … C

æ

è
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ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

pq

,Cij∈Sn,A·Cij为对称矩阵空间Sn 中定义的内积。

用Z表示Ri(Sj 或Ri×Sj)时,其中i,j可以为任意的正整数,当且仅当Z表示 Ri(Sj 或 Ri×Sj)时,用Z+

表示Ri
+(Sj

+或Ri
+×Sj

+)。在此基础上可定义如下的偏序关系:

A≥B⇔A-B∈Z+,A>B⇔A-B∈intZ+,∀A,B∈Z。

若A≥0,B≥0,则有A·B≥0。事实上,因为A≥0,B≥0则存在n阶矩阵P,H 使得A=PPT,B=HTH,因
此有A·B=tr(PPTHTH)=tr(PTHTHP)=tr((HP)THP)≥0。

称G:Rm→Sn 是可微的,若G(x)作为x∈Rm 的多元函数是可微的,令

dG(x)
dx =

∂G(x)
∂x1
∂G(x)
∂x2
︙

∂G(x)
∂x
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m
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G2(x)
︙

Gm(x
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,

其中Gi(x)=∂G
(x)
∂xi

为n×n(i=1,…,m)偏导数矩阵,则称dG(x)
dx

为G(x)对x的导数。用DG(x)表示G(·)在

x的微分映射,即DG(x)为从Rm 到Sn 的线性映射,定义为DG(x)y=∑
m

i=1
yiGi(x),且记dG(x)

dx
:=DG(x)。

定义1[1] 设集合C⊂Rm,如果存在一个向量值函数η:Rm×Rm→Rm 使得∀x,y∈C,λ∈[0,1],有

y+λη(x,y)∈C,则称C是关于函数η的不变凸集。

定义2[1] 设集合C⊂Rm 是函数η:Rm×Rm→Rm 的不变凸集,T:C→Z,若对∀x,y∈C,λ∈[0,1],有

T(y+λη(x,y))≤λT(x)+(1-λ)T(y), (2)

则称T 是关于函数η的预不变凸函数。

类似于Rm→R上的不变凸函数的定义[7],可定义Rm→Sn 上的不变凸函数,即有如下定义。

定义3 设集合C⊂Rm,G:C→Sn 可微,如果存在一个向量值函数η:Rm×Rm→Rm 使得

G(x)-G(y)≥DG(y)η(x,y),∀x,y∈C,
则称G 是关于函数η的不变凸函数。

事实上,若T:C→ZFréchet可微[8]且是关于向量值函数η的预不变凸函数,则T 为不变凸函数。这是因为
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TFréchet可微且对∀x,y∈C,λ∈[0,1],T 满足(2)式,则(2)式可改写为λ(T(x)-T(y))≥T(y+λη(x,y))-
T(y),两边同时除以λ,令λ→0+有T(x)-T(y)≥DT(y)η(x,y),因此T 为不变凸函数,反之不然。

2鞍点存在性的研究

本节讨论非凸半定规划问题(1)的鞍点存在的充分必要条件、充分条件及必要条件。用Ω 表示问题(1)的可

行集,即Ω:= x∈C|g(x)≤0,G(x)≤{ }0 。

定义问题(1)的Lagrange函数如下:L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x),且称θ(μ,U)=min
x∈C

L(x,μ,U)

为L(x,μ,U)(其中(μ,U)≥0)的对偶目标函数,则问题(1)的对偶问题可以写成

max
(μ,U)≥0

θ(μ,U)。 (3)

(x,μ,U)称为Lagrange函数L(x,μ,U)的一个鞍点,如果x∈C,(μ,U)≥0,且满足

L(x,μ,U)≤L(x,μ,U)≤L(x,μ,U),∀x∈C,∀(μ,U)≥0。 (4)
(4)式的解与问题(1)和对偶问题(3)的关系由以下定理给出。

在文献[1]的定理3.3证明了“若Ω 非空,则(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点且x∈Ω 当且仅当x,(μ,U)分别为

原始问题(1)与对偶问题(3)的最优解,且无对偶间隙即f(x)=θ(μ,U)”。本文将给出鞍点存在性的另一个充分

必要条件如下。

定理1 (x,μ,U)为Lagrange函数L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x),x∈C,(μ,U)≥0的鞍点的充分

必要条件是

a:L(x,μ,U)=min{L(x,μ,U):x∈C},

b:g(x)≤0,G(x)≤0,

c:μTg(x)=0,U·G(x)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
证明 假设(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点,由鞍点的定义可知a成立;由(4)式知

f(x)+μTg(x)+U·G(x)≤f(x)+μTg(x)+U·G(x),∀(μ,U)≥0, (5)

从而g(x)≤0,G(x)≤0,否则假设g(x)≤0,G(x)≤0不成立,则g(x)≤0不成立或者G(x)≤0不成立。对于

第1种情况,设g(x)=(g1(x),g2(x),…,gk(x))T,则存在i∈{1,…,k}使得gi(x)>0,让μi 充分大,μj=0(j≠
i),U=U,则(5)式中左边充分大,与(5)式矛盾,从而g(x)≤0。对于第2种情况,设G(x)的特征值为λ1≥λ2≥
…≥λn,由G(x)≤0不成立有λ1>0,则存在正交矩阵P使得

G(x)=P

λ1
⋱
 λ
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è
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ç
ç

ö

ø

÷
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n

PT,取μ=μ,U=P

t
0
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0

PT≥0(t>0),则

U·G(x)=tr(P

t
0
⋱
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ø
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0

PTP

λ1
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÷
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n

PT)=tλ1,

让t充分大,则(5)式中左边充分大,与(5)式矛盾,从而G(x)≤0,b成立。
(5)式中令μ=0,U=U,有μTg(x)≥0,又由μTg(x)≤0,得到μTg(x)=0。(5)式中令μ=μ,U=0,有

U·G(x)≥0,又由U·G(x)≤0,得到U·G(x)=0,c成立。
假设a,b,c成立,由a可得L(x,μ,U)≤L(x,μ,U),∀x∈C。由b,c可得

L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)≥f(x)+μTg(x)+U·G(x)=L(x,μ,U)(∀(μ,U)≥0),
所以(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点。 证毕

注1 事实上“x,(μ,U)分别为原始问题(1)与对偶问题(3)的最优解,且无对偶间隙即f(x)=θ(μ,U)”与定

理1中的a,b,c等价,由定理1中的b可以看出(x,μ,U)为鞍点蕴含着x可行,因此文献[1]中的定理3.3可以

改写为“若Ω 非空,则(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点当且仅当x,(μ,U)分别为原始问题(1)与对偶问题(3)的最优

11第6期                李永玲,等:非凸半定规划的鞍点存在性研究



解,且无对偶间隙即f(x)=θ(μ,U)”,所以定理1与文献[1]中的定理3.3等价。相对于文献[1]中的定理3.3,

本文的定理1中的a,b,c所构成的系统的解容易在计算机上实现。

为了讨论鞍点存在性的必要、充分条件,本文仿照一般的非线性规划问题中由Lagrange函数产生的 Ka-
rush-Kuhn-Tucker条件,本文也给出了所谓的广义Karush-Kuhn-Tucker条件,简称广义KKT条件:

Ñf(x)+μT Ñg(x)+U·DG(x)=0,

μTg(x)=0,

U·G(x)=0

ì

î

í

ï
ï

ïï 。

(6)

其中x∈Ω,(μ,U)≥0。
如下定理讨论了鞍点存在性与广义KKT条件的关系。

定理2 考虑问题(1)x∈Ω,假设存在(μ,U)≥0满足(6)式,设g(x)=(g1(x),g2(x),…,gk(x))T,I=

i:gi(x)=0,i=1,…,{ }k ,假设f,gi(i∈I),G 是关于相同的η:Rm×Rm→Rm 的不变凸函数,则(x,μ,U)为

L(x,μ,U)的鞍点;反之,假设(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点,x∈intC,(μ,U)≥0,则x 为问题(1)的可行点,且
(x,μ,U)满足(6)式。

证明 假设(x,μ,U),x∈Ω,(μ,U)≥0,使得(6)式成立,∀x∈C,由不变凸性有

f(x)-f(x)≥Ñf(x)Tη(x,x), (7)

gi(x)-gi(x)≥Ñgi(x)Tη(x,x),∀i∈I, (8)

G(x)-G(x)≥DG(x)η(x,x), (9)
(8)式乘μi,(9)式与U 作内积,与(7)式相加可得

f(x)+∑
i∈I

μigi(x)+U·G(x)-(f(x)+∑
i∈I

μigi(x)+U·G(x))≥

(Ñf(x)+∑
i∈I

μi Ñgi(x)+U·DG(x))Tη(x,x), (10)

由(6)式中μTg(x)=0,可得μi=0(i∉I),(10)式可转化为

f(x)+μTg(x)+U·G(x)-(f(x)+μTg(x)+U·G(x))≥(Ñf(x)+μT Ñg(x)+U·DG(x))Tη(x,x)=0,
即对∀x∈C都有L(x,μ,U)≥L(x,μ,U),由g(x)≤0,G(x)≤0,μTg(x)=U·G(x)=0,可得

f(x)+μTg(x)+U·G(x)≤f(x)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)(∀(μ,U)≥0),
即对∀(μ,U)≥0都有L(x,μ,U)≤L(x,μ,U),故(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点。

假设(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点,则由定理1可得

g(x)≤0,G(x)≤0,μTg(x)=U·G(x)=0,L(x,μ,U)≤L(x,μ,U),∀(μ,U)≥0,
又由x∈intC,由费马定理可得ÑxL(x,μ,U)=0即Ñf(x)+μT Ñg(x)+U·DG(x)=0。故(x,μ,U)满足(6)式。

证毕

注2 定理2说明了在不变凸性的假设下,广义KKT条件是鞍点存在的一个充分条件。

注3 在定理2中把条件“f,gi(i∈I),G 是关于相同的η:Rm×Rm→Rm 的不变凸函数”改为“C 是关于

η:Rm×Rm→Rm的不变凸集,f,gi(i∈I),G 是Fréchet可微的且是关于向量值函数η的预不变凸函数”则定理仍

成立。

考虑问题(1),定义扰动函数ν:Rk×Sn→R,

ν(y)=min{f(x):g(x)≤y1(y1=(y(1)
1 ,…,y(k)

1 )T),G(x)≤y2,y2∈Sn,y=(y1,y2),x∈C}。 (11)

定理3 假设问题(1)的最优解x存在,则(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点的充分必要条件是

ν(y)≥ν(0)-μTy1-U·y2,∀y∈Rk×Sn。 (12)

证明 假设(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点,由文献[1]中的定理3.3知f(x)=θ(μ,U)。因为ν(0)=infP=

f(x),则对∀y∈Rk×Sn 有

ν(0)=θ(μ,U)=min{f(x)+μTg(x)+U·G(x):x∈C}=

μTy1+U·y2+min{f(x)+μT(g(x)-y1)+U·(G(x)-y2):x∈C}。
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对扰动问题(11)应用弱对偶定理有ν(0)≤μTy1+U·y2+ν(y)(∀y∈Rk×Sn),故(12)式成立。

反之,若(12)式成立,x为问题(1)的最优解,有x∈C,g(x)≤0,G(x)≤0,下证(μ,U)≥0。
假设(μ,U)≥0不成立,则μ≥0不成立或者U≥0不成立。对于第1种情况即μ≥0不成立,则存在μi<0

(i∈{1,…,k}),(12)式中令y(i)
1 >0,y(j)

1 =0,j≠i,y2=0,则有ν(0)≥ν(y)≥ν(0)-μiy(i)
1 ⇒μiy(i)

1 ≥0,与μiy(i)
1 <

0矛盾,因此有μ≥0。对于第2种情况,设U 的特征值为λ1≥λ2≥…≥λn,由U≥0不成立,必有λn<0,则存在正

交矩阵P使得U=P

λ1
⋱
 λ
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è
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ø

÷
÷
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n

PT,(12)式中令y1=0,y2=P

0
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ç
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ø

÷
÷
÷
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1

PT≥0,则ν(0)≥ν(y)≥ν(0)-U·

y2⇒U·y2≥0,与

U·y2=trP

λ1
⋱
 λ
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ø

÷
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n

PTP
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÷÷
1

P
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÷÷

T =λn<0,

矛盾,因此有U≥0,故(μ,U)≥0。
(12)式中令y=y=(g(x),G(x))≤0,则ν(y)≥ν(0)=f(x)。因为x为y=y时扰动问题(11)的可行点,所

以ν(0)=f(x)≥ν(y),从而可得ν(0)=ν(y)。由(12)式有μTg(x)+U·G(x)≥0。又由(μ,U)≥0,
(g(x),G(x))≤0有μTg(x)+U·G(x)≤0,可得μTg(x)+U·G(x)=0,从而有μTg(x)=U·G(x)=0。

最后由(12)式有

L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)=f(x)=ν(0)≤ν(y)+μTy1+U·y2,∀y∈Rk×Sn。

对∀̂x∈C,令ŷ=(g(̂x),G(̂x)),则x̂为y=̂y时扰动问题(11)的可行点,可得f(̂x)≥ν(̂y)。由(12)式有

f(x)=ν(0)≤ν(̂y)+μTg(̂x)+U·G(̂x)≤f(̂x)+μTg(̂x)+U·G(̂x)=L(̂x,μ,U),∀̂x∈C。
由前面的证明知μTg(x)=U·G(x)=0,则

L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)=f(x)≤L(̂x,μ,U),∀̂x∈C。
即L(x,μ,U)≤L(x,μ,U),∀x∈C。由(g(x),G(x))≤0,可得

L(x,μ,U)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)≤f(x)=f(x)+μTg(x)+U·G(x)=L(x,μ,U),∀(μ,U)≥0。
故(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点。 证毕

注4 定理3说明了若x为问题(1)的最优解,(x,μ,U)为L(x,μ,U)的鞍点的充分必要条件是超平面 H=
{(y,z):<(μ,U,1),(y,z)>=ν(0),(y,z)∈Rk×Sn×R}是扰动函数ν的上图eipν={(y,z):z≥ν(y),y∈Rk×
Sn}在点(y,z)=(0,ν(0))处的支撑超平面,其中y=(y1,y2),<(μ,U,1),(y,z)>=μTy1+U·y2+z。换言之,若
问题(1)的最优解存在,则对偶可达且无对偶间隙等价于扰动函数ν的上图在点(0,ν(0))处的支撑超平面存在。

3结论

文中对非凸半定规划问题(1)的鞍点存在性进行了讨论。定理1给出了一个鞍点存在的充分必要条件,且
与文献[1]中的定理3.3是等价的。定理2在不变凸性的假设下证明了广义KKT条件是鞍点存在和全局最优

性的充分条件。定理3则是引入扰动函数来刻画鞍点存在的一个充分必要条件。
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TheStudyoftheExistenceofSaddlePointforNonconvex
SemidefiniteProgrammingProblems

LIYongling,LUOHonglin,XIANGYanning
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthispaper,wedevotetostudytheexistenceofthesaddlepointofnonconvexsemidefiniteprogrammingproblemsby

meansofSpectraldecomposition,InnerproductandcorrelativepropertiesofMatrixAnalysisandSeparationtheoremofconvexset

ofConvexAnalysis.Inthiscase,somenecessaryand/orsufficientconditionsforexistenceforthesaddlepointarederivedandproved

inthreedifferentways.First,wepresentasufficientandnecessaryconditionwhichisequivalenttodualtheoreminref.[1]byutili-

zinganinequalitysystem.Then,wegiveageneralizedKarush-Kuhn-Tuckerconditionandprovethisconditionissufficientcondi-

tionsforexistenceofthesaddlepointunderinvexconvexityassumption.Inaddition,ifx∈intC,thissufficientconditionisalso

necessarycondition.Finally,wedefineaperturbationfunctionwhichisusedtodeduceasufficientandnecessaryconditionforexist-

enceofthesaddlepoint:dualattainmentandtheabsenceofadualitygapisequivalenttotheexistenceofasupportinghyperplanefor

theepigraphofνatthepoint(0,ν(0)).
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