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两台平行机环境下加工时间退化的可拒绝排序问题
*
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摘要:研究两台平行机环境下加工时间线性退化的可拒绝排序问题,工件的实际加工时间是关于该工件开始加工时间的

线性函数,每个工件都有一个独立的截止工期,在截止工期之前或之后完工的任务将分别受到提前和误工工件惩罚。工

件允许被拒绝,如果工件被拒绝则需要支付一定的拒绝费用。目标是分别确定接受工件和拒绝工件的任务集合,找到接

受任务的最优排序和每个被接受工件的最优任务工期最小化工期、误工工件惩罚、总完工时间以及被拒绝工件的惩罚费

用之和。证明了此NP难问题可以通过动态规划方法求得最优解,并通过动态规划运用简化执行空间的方法给出了复杂

度为O n5D2/ε( )2 的全多项式近似策略(FPTAS),其中n表示工件的数量,ε是允许误差界。
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经典排序中工件的加工时间是固定的常数,但在实际生产中,工件等待或机器逐渐老化等原因都会引起工

件加工时间的增长,即任务的实际加工时间与该工件的开始加工时间有关[1-2]。在以往的传统排序问题中,要求

所有工件都被加工,不允许被拒绝,但为了满足某种目的可能会拒绝一部分加工时间过长而利润较小的工件。
文献[3]研究了带有释放时间和拒绝的单机排序问题,目标函数是最大完工时间与拒绝惩罚的和,证明该问题是

NP难的,并给出了FPTAS。文献[4]研究了带有恶化和拒绝工件的平行机排序问题,目标函数为被接受工件的

排序费用与被拒绝工件的惩罚费用之和,其中排序费用分为Cmax,∑Cj,∑wjCj 等3种情况。文献[5]研究单

机条件下加工时间退化问题,目标函数是最小化工期函数、误工工件惩罚以及总完工时间的费用之和,并证明问

题按SPT规则排序可求得最优解。
本文将文献[5]研究的问题进一步拓展到平行机环境下,并且工件允许被拒绝。由文献[8]可知目标函数是

总完工时间和拒绝惩罚费用之和的单机问题是NP难的,因而两台平行机环境下,这里的问题至少是NP难的。
首先运用动态规划方法证明伪多项式时间内可求得问题的最优解,并运用简化执行空间的方法给出一个全多项

式近似策略。

1问题描述

给定n个独立的任务{J1,J2,…,Jn},在零时刻已全部到达,需要在两台平行机 M1、M2 上加工,每台机器一

次只能加工一个工件且加工过程不允许中断。工件Jj 的实际加工时间为Pj=aj+bt,t≥0表示工件的开始加

工时间,aj 是工件的正常加工时间,b是工件的退化率。dj 是Jj 的工期,Ej=max0,dj-C{ }j ,Uj 是误工指示变

量,如果Cj>dj,则Uj=1,否则Uj=0,其中Cj 表示Jj 的完工时间。ej 是工件Jj 的拒绝费用。目的是确定接

受工件和拒绝工件的任务集合,找到被接受工件的最优任务排序S*和最优任务工期d*
j 最小化工期、误工工件

惩罚、总完工时间以及被拒绝工件的惩罚费用之和,即目标函数

Z=α∑
j∈R

dj+β∑
j∈R

Uj+∑
j∈R

Cj+∑
j∈R

ej,

其中,α、β是工期、误工工件惩罚的单位费用,R 表示所有被拒绝工件组成的任务集合,R 表示所有被加工工件组
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成的任务集合。用三参数表示法可以将研究的问题表示为

P2|pj=aj+bt,d= d1,d2,…,d( )n |α∑
j∈R

dj+β∑
j∈R

Uj+∑
j∈R

Cj+∑
j∈R

ej。 (1)

2最优解的性质

性质1 存在最优排序,工件从零时刻开始加工,并且相邻工件之间没有空闲。
证明 性质显然成立。 证毕

性质2 存在一个最优排序,在此排序中没有任务提前完工。
证明 假设最优排序S中机器M1 上存在一个工件Ji 是提前完工的,即Ei>0,不妨设di-Ci=Δ>0。现

在构造一个排序S′与S 相同,但Ji的工期di=Ci。因此两种排序的目标值的差为

( )ZS - ( )ZS′ =Zi di=Ci+( )Δ -Zi di=C( )i =αCi+Δ-C( )i +γCi-C( )i =α+( )γΔ>0,
与S是最优排序矛盾,因此在最优排序中没有任务是提前完工的。 证毕

性质3 对于确定的完工时间,存在任务的最优工期满足d*
i =0或d*

i =Ci。
证明 把问题分成两种情况讨论:
情况1 di<Ci:这时Ui=1,因此可以令di=Ci 而目标值不增加。
情况2 di>Ci:这时Ui=0,因此设di=0使目标总费用最小。 证毕

性质4 最优排序中,每台机器上的工件皆按aj 非减的顺序(SPT规则)排列。
证明 假设最优排序S中机器M1 上存在两个相邻工件Jj,Jj+1,Jj在Jj+1前加工,aj>aj+1,目标函数值为

Z,现交换两个工件的顺序得到新的排序S′,目标函数值为Z′,将排在Jj,Jj+1前的总完工时间记为PA,这时由文

献[2]可知,机器M1 上的工件按SPT规则可以得到最优排序。同理,机器 M2 上的工件经过不断交换直至满足

SPT规则而目标函数值不增加,因而可以得出最优排序满足两台机器上的工件皆按aj 非减的顺序排列,所以性

质4成立。 证毕

由上述最优解的性质,可以把目标函数化简为

Z=∑
j∈R

minαCj,{ }β +∑
j∈R

Cj+∑
j∈R

ej。 (2)

3动态规划

首先将所有工件按ak 非减的顺序排列,即a1≤a2≤…≤an,Vk= u1,u2,F[ ]{ }k 表示加工前k 个工件时得到

的状态向量集合,u1,u2 分别表示机器M1,M2 上的最大完工时间,Fk 表示此时的最优目标函数值。假设加工前

k-1个工件时得到的状态向量集合为Vk-1,设 u1′,u2′,Fk[ ]-1 ∈Vk-1,当工件Jk 在机器M1 上加工时,有

u1,u2,F[ ]k = u1′+ak+bu1′,u2′,Fk-1+minαu1′+ak+bu1( )′ ,{ }β +u1′+ak+bu1[ ]′ ,
当工件Jk 在机器M2 上加工时

u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′+ak+bu2′,Fk-1+minαu2′+ak+bu2( )′ ,{ }β +u2′+ak+bu2[ ]′ ,
当Jk 被拒绝时

u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′,Fk-1+e[ ]k 。
初始条件为

V1= a1,0,minαa1,{ }β +a[ ]1 ,0,a1,minαa1,{ }β +a[ ]1 ,0,0,e[ ]{ }1 ,
目标函数的最优值为

Z*=min u1,u2,F[ ]n ∈VnFn。
当所有工 件 都 在 同 一 台 机 器 上 加 工 时,可 以 得 到 最 大 完 工 时 间 的 上 界 Cmax,则u1,u2≤Cmax,设amax=
max1≤i≤n a{ }i ,那么

Cmax≤amax·
(1+b)n-1

b =Oamax· 1+( )b( )n 。 (3)

因而动态规划方法的时间复杂性为伪多项式Onlogn+nC2( )max =Onlogn+na2max1+( )b 2( )n 。
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4简化执行空间构造FPTAS
极小化问题X 的一族算法 Aε,对于任意0<ε≤1,如果算法 Aε 得到的目标值不超过该问题最优解的

1+( )ε 倍且运算的复杂性是输入规模和1
ε

的多项式时间,则这一族算法就称为极小化问题X 的全多项式时间近

似策略。
由定义可知λ,μ≤Cmax,因而 λ,[ ]μ 对应着正方形区域 0,C[ ]max × 0,C[ ]max 内的几何点。分别从水平和竖直

两个方向把这个正方形划分成许多小区域,两个方向上的坐标依次记为Δii=1,2,…,( )L ,其中ΔL≤Cmax。
算法Aε:

1)首先将所有工件按ak 非减的顺序排列,设V#
0 ={[0,0,0]},

2)对于每一个状态向量 u1′,u2′,Fk[ ]-1 ∈V#
k-1。

当工件Jk 在机器M1 上加工时,

u1,u2,F[ ]k = u1′+ak+bu1′,u2′,Fk-1+minαu1′+ak+bu1( )′ ,{ }β +u1′+ak+bu1[ ]′ ;
当工件Jk 在机器M2 上加工时,

u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′+ak+bu2′,Fk-1+minαu2′+ak+bu2( )′ ,{ }β +u2′+ak+bu2[ ]′ ;

当Jk 被 拒 绝 时,u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′,Fk-1+e[ ]k 。删 除 V#
k-1。把 λ,μ,W[ ]k 放 入 V#

k 中,其 中 λ∈
Δi,Δi[ ]+1 (i=1,2,…,n),μ∈ Δj,Δj[ ]+1 (j=1,2,…,n),Wk 表示 λ,[ ]μ 所属小区域内所有可能解对应的目标函

数值最小者,如果两个不同状态向量的目标函数值Fk 相同,则任意选择其中一个状态向量加入到V#
k 中。

3)算法Aε 得到的目标函数值为ZAε=min u1,u2,W[ ]n ∈V#n Wn。

引理1[10] 对于任意的0≤z≤1,有 1+zæ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

≤1+2z。

引理2 设 u1,u2,F[ ]k ∈Vk,算法Aε 输出的 u#
1 ,u#

2 ,W #[ ]k ∈V#
k 满足

u#
1 ≤Δku1,u#

2 ≤Δku2,W #
k ≤ΔkFk。

证明 [λ,μ]对应着正方形区域 0,C[ ]max × 0,C[ ]max 内的几何点,因而把这个正方形分别从水平和竖直两个

方向划分成许多小区域,两个方向上的坐标依次记为Δii=1,2,…,( )L ,其中ΔL≤Cmax,Δ=1+ε
2n
,所以由(3)式

可知

L= logΔ C( )max = lnC( )max /lnΔ ≤ 1+2næ

è
ç

ö

ø
÷

ε lnC( )max =On2
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷D , (4)

其中 D=maxlnamax,ln1+( ){ }b 。 (5)

由归纳法知,当k=0时,有V#
0 =V0,问题是平凡的,此时引理2成立。假设前k-1个状态向量坐标都满足

引理2,则有 u1′,u2′,F′k[ ]-1 ∈Vk-1,u′#
1,u′#

2,F′#
k[ ]-1 ∈V#

k-1,满足u′#
1 ≤Δk-1u1′,u′#

2 ≤Δk-1u2′,F′#
k-1≤Δk-1F′k-1。

现在考虑第k个工件,设 u1,u2,F[ ]k ∈Vk,下面分成3种情况进行讨论。
情形1:

u1,u2,F[ ]k = u1′+bu1′+ak,u2′,F′k-1+minαu1′+bu1′+a( )k ,{ }β +u1′+bu1′+a[ ]k 。
情形2:

u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′+bu2′+ak,F′k-1+minαu2′+bu2′+a( )k ,{ }β +u2′+bu2′+a[ ]k 。
情形3:

u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′,F′k-1+e[ ]k 。

在情形1下,因为 u1′,u2′,F′k[ ]-1 ∈Vk-1,u′#
1,u′#

2,F′#
k[ ]-1 ∈V#

k-1满足

u′#
1 ≤Δk-1u1′,u′#

2 ≤Δk-1u2′,F′#
k-1≤Δk-1F′k-1,

根据算法Aε 有

V#
k = u′#

1 +bu′#
1 +ak,u′#

2,F′#
k-1+minαu′#

1 +bu′#
1 +a( )k ,{ }β +u′#

1 +bu′#
1+a[ ]k 。

这个向量在简化执行空间过程中可能会被删除,因此令V#
k = λ,μ,W[ ]{ }k ,这时Wk 对应着 λ,[ ]μ 所在小区域内
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所有可行解的最小目标函数值。这时有

λ≤Δ(u′#
1 +bu′#

1 +ak)≤Δ(Δk-1u′1+bΔk-1u′1+ak)≤Δk(Δu′1+bu′1+ak)=Δku1,

μ≤Δu′#
2 ≤Δ·Δk-1u2′=Δku2,

Wk≤F′#
k-1+minαΔu′#

1 +bΔu′#
1 +a( )k ,{ }β +Δu′#

1 +bΔu′#
1 +ak≤

Δk-1F′k-1+minαΔk u1′+bu1′+a( )( )k ,{ }β +Δk u1′+bu1′+a( )k ≤
Δk F′k-1+minαu1′+bu1′+a( )k ,{ }β + u1′+bu1′+a( )( )k ≤ΔkFk,

因此在情形1条件下,引理2成立。情形2条件下,证明过程同情形1类似。情形3条件下,工件Jk 被拒绝,因
而 u1,u2,F[ ]k = u1′,u2′,F′k-1+e[ ]k ,[u#

1 ,u#
2 ,F#

k ]=[u′#
1 ,u′#

2 ,F′#
k-1+ek],向量[u#

1 ,u#
2 ,F#

k ]=[u′#
1 ,u′#

2 ,F′#
k-1

+ek]在简化执行空间过程中可能会被删除,因此令

V#
k = λ,μ,W[ ]{ }k ,

此时Wk 仍对应着同一小区域内的最小目标函数值。因此有

λ≤Δu′#
1 ≤Δku1′=Δku1,μ≤Δu′#

2 ≤Δku2′=Δku2,

Wk≤F′#
k-1+ek≤Δk-1F′k-1+ek≤Δk-1 F′k-1+e( )k =Δk-1Fk≤ΔkFk。

通过上述3种情况可知引理2的正确性。 证毕

定理1 对任意ε>0,设问题的最优解为Z*,那么算法Aε 输出的目标值ZAε
满足

ZAε≤(1+ε)Z
*

证明 通过定义,设最优解[u*
1 ,u*

2 ,F*
n ]∈Vn,算法Aε 输出的目标值为[u#

1 ,u#
2 ,W #

n ]∈Vn
#,由引理2可

知,

u#
1 ≤Δnu*

1 ,u#
2 ≤Δnu*

2 ,W #
n ≤ΔnF*

n ,
所以

W #
n ≤ΔnF*

n = 1+ε
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
n

F*
n ≤(1+ε)F*

n ,

因此定理1成立。 证毕

定理2 算法Aε 的时间复杂性为O n5
ε2D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 。

证明 因为算法Aε 的第一步是将所有工件按SPT规则排序,需要多项式Onlog( )n 时间。算法Aε 的第二

步通过把问题解的可行域划分为至多L2 个区域,一共需要迭代n次,在每一次迭代过程中,状态向量的数量至

多为L2 个,因而算法Aε 的第二步生成的状态向量V#
k k∈ 1,2,…,{ }( )n ,Vk ≤L2,所以由(4)、(5)式有

∑
n

k=1
Vk ≤nL2=On5

ε2D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 。 证毕

推论1 算法Aε 是一个全多项式时间近似策略。

证明 综合上述结果,算法Aε 的时间复杂性为O n5
ε2D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,是关于输入规模和1
ε

的多项式时间,因而构造了

一个全多项式时间近似策略。 证毕

5结语

本文研究两台平行机环境下加工时间线性退化的可拒绝排序问题,工件的实际加工时间是关于该工件开始

加工时间的线性函数,工件允许被拒绝。目的是分别确定接受工件和拒绝工件的任务集合,找到最优的任务排

序和每个被接受工件的最优任务工期最小化工期、误工工件惩罚、总完工时间以及被拒绝工件的惩罚费用之和。

并对此NP难问题给出了复杂度为On5
ε2D
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 的全多项式近似策略(FPTAS)。
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Parallel-machineSchedulingProblemwithDeterioratingJobsandRejection

WANGHongfang,LUOChengxin
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Inthispaper,westudyparallel-machinedue-dateassignmentproblemandschedulingwithlineardeterioratingjobs,the

actualprocessingtimeofeachjobisalinearfunctionofthestartingtime.Eachjobhasanindependentdue-date;jobscompletedbe-
foreorafterthedue-datearepenalizedaccordingtotheirearlinessortardinessvalues.Rejectionisallowedinthisproblem,ifajob

isrejected,acertainamountofrejectionfeemustbepaid.Theobjectiveistodeterminetheoptimalschedulinganddue-dateofthe

acceptedjobstominimizethesumofdue-dates,theweightednumberoftardinessjobs,thetotalcompletiontimeandtherejection

cost.WeshowthattheNP-hardproblemcanbesolvedbyadynamicprogramming,finally,afullypolynomial-timeapproximation

schemeinO(n5D2/ε2)isgivenfortheproblem,wherenisthenumberofthejobs,εistheerrorbound,D=max{lnamax,ln(1+b)}.

Keywords:parallel-machine;theweightednumberoftardinessjobs;due-date;deterioratingeffect;fullypolynomial-timeapproxi-
mationscheme;rejection
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