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基于广义Fibonacci和Lucas数的准循环矩阵研究
*

邓 勇

(喀什大学 数学与统计学院,新疆 喀什844006)

摘要:基于广义Fibonacci与Lucas数列,以及它们的形如{ukn}和{vkn}(k>0为奇数)的子数列,定义了若干新的准循环矩

阵,研究了其行列式的计算问题。进而获得了一些高次Pell方程的解。
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1预备知识

从理论上说,矩阵与行列式在数学中占有重要地位。例如,线性方程组求解、二次型变换,包括各种向量空

间和代数结构的研究等最终都要转化成矩阵的问题。因此,研究各种矩阵的性质和求逆方法至关重要[1]。从应

用上看,在复杂的噪声环境中高速传输数据是通信系统需重点考虑的问题。要保证传输的可靠性,信道编码的

纠错能力和低编码的复杂度是解决该问题的关键。而准循环矩阵恰是校验和生成这种编码的有效方法之一[2]。
因此,对准循环矩阵作深入研究,无疑会对通信领域的发展产生积极影响。本文将研究由广义Fibonacci和Lu-
cas数所构成的若干准循环矩阵的行列式计算和高次Pell方程的求解问题。

广义Fibonacci数列{un}∞n=0和Lucas数列{vn}∞n=0被分别定义为

u0=0,u1=1
un+1=Aun+Bun-1,n=2,3{ ,…

(1)

和

v0=2,v1=A
vn+1=Avn+Bvn-1,n=2,3{ ,…

(2)

其中A,B 是非负整数且A2+4B≠0。文献[3]证明了对∀k≥0,n>1,它们的子列{ukn}和{vkn}分别满足递推关

系:
ukn=vkuk(n-1)-(-B)kuk(n-2),vkn=vkvk(n-1)-(-B)kvk(n-2)。 (3)

文献[4]给出了广义 Fibonacci和 Lucas数列的通项公式分别为un=αn-β
n

α-β
和vn=αn+β

n。其中α,β=

A± A2+4B
2

。由这两个通项公式不难验证:对某个固定的k>0,分别有

u-kn=(-1)kn+1ukn,u2kn=vknukn。 (4)
形如
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R(D;x1,x2,…,xn)

的矩阵称为n×n阶准循环矩阵,简记为R。也就是说,准循环矩阵是把循环矩阵主对角线上方(不包括主对角
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元)的每个元素乘以倍数D 而得到的矩阵。经典Pell方程x2-dy2=±1(d∈Z+)可改写为det
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1的形式。类似地,n次Pell方程可写为

det
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文献[5]利用某些n×n阶准循环矩阵的行列式,将求解n=2次经典Pell方程的问题推广到了n>2次Pell
方程,即证明了当n>2时,n次Pell方程有解且

det(R(Ln;F2n-1,F2n-2,…,Fn))=1。 (5)
其中Ln 和Fn 分别为第n 个Lucas和Fibonacci数。进一步,他又证明了

det(R(Ln;F2n-1+k,F2n-2+k,…,Fn+k))=(-1)n-1LnFn
k+Fn

k-1,k∈Z。
文献[6]研究了一些n次Pell方程与广义Fibonacci和Lucas数列之间的关系,并据此推广了文献[5]中已

有的结果。例如,若在(3),(4)式中取k=1,则当n>1时有

det(R(vn;u2n-1,u2n-2,…,un))=Bn(n-1)。 (6)
由文献[7-8]的结果,不难证明下列两个命题。
命题1 若n>0,则

detR=∏
n-1

k=0

(∑
n

i=1
xidi-1εk(i-1)), (7)

其中d=
n
D,ε=e

2πi
n 且(7)式右边的每个乘积因子∑

n

i=1
xidi-1εk(i-1)均为R的特征值。

命题2 两个准循环矩阵的和、差、积和逆(如果存在)仍是准循环矩阵。

2主要结果

本节将讨论基于广义Fibonacci与Lucas数列以及其子数列的准循环矩阵行列式的计算问题。为此先介绍

一个辅助引理并用b表示(-B)k。
引理1 广义Fibonacci和Lucas子数列{ukn}和{vkn}(k,n∈Z+)满足下列递推关系:(i)vkuk(2n-1)-vknukn=

buk(2n-2);(ii)uk(2n-1)-vknuk(n-1)=bn-1uk;(iii)u2kn-uk(n+1)uk(n-1)=bn-1u2k。
由广义Fibonacci和Lucas数列的通项公式即可推证。
定理1 若n≥2,则

det(R(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn))=bn(n-1)un
k (8)

证明 当n=2时,因det(R(v2k;u3k,u2k))=
u3k v2ku2k

u2k u3k
=u23k-v2ku2

2k=b2u2k,故结论成立;当n>2时,考

虑上三角形矩阵
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由矩阵乘法并利用引理1,可得

RT=

uk(2n-1) -buk(2n-2) bnuk 0 … 0
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于是
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detR=(detR)(detT)=det(RT)=(bu2kn-buk(n+1)uk(n-1))det
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(bu2kn-buk(n+1)uk(n-1))(bnuk)n-2=bn(n-1)un
k。 证毕

推论1 若n≥2,则∏
n-1

k=0

(∑
n

j=1
uk(2n-j)(

n
vkn)j-1εk(j-1))=bn(n-1)un

k ,其中ε=e
2πi
n 。

不难证明广义Fibonacci和Lucas数列及其子数列的下列恒等式[9-10]:
1)-buk(2n-3)+vkuk(2n-2)-uk(2n-1)=0,…,-bukn+vkuk(n+1)-uk(n+2)=0;

2)uk(2n-1)-vknuk(n-1)=bn-1uk;

3)En+1
n =vknEn 且En

n=vknIn,其中En=

0 0 … 0 vkn

1 0 … 0 0
0 1 … 0 0
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
0 0 …
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定理2 若n≥3,则R(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn)可逆且其逆矩阵R-1由

R-1(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn)=- 1
bnuk

(-bIn+vkEn-E2n) (11)

给出。其中In 是n×n阶单位矩阵,En 如前所定义。
证明 由定理1,因det(R(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn))≠0,故R的逆矩阵存在。由于

R(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn)=uk(2n-1)In+uk(2n-2)En+…+uknEn-1
n 。

于是 R(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn)R-1(vkn;uk(2n-1),uk(2n-2),…,ukn)=

(uk(2n-1)In+uk(2n-2)En+…+uknEn-1
n )- 1
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3定理1的推广

对∀t∈Z,Rk,n,t=R(vkn;uk(2n-1+t),uk(2n-2+t),…,uk(n+t))称为基于广义Fibonacci与Lucas数列的n×n阶伪

准循环矩阵。显然,detRk,n,0=bn(n-1)un
k。本节将把定理1的结果推广到Rk,n,t上。为便于后面的讨论,令

gk,n,t=

uk(2n+t-1) -buk(2n+t-2) -bn+1uk(t-1) … 0
uk(2n+t-2) -buk(2n+t-3) bnukt ⋱ 0
︙ ︙ 0 ⋱ -bn+1uk(t-1)
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uk(n+t) -buk(n+t-1) 0 …
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hk,n,t=
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引理2 矩阵gk,n,t的行列式detgk,n,t满足递推关系

detgk,n,t=(-1)nbn2-n+tukuk(n-1)un-2
kt -b2n-1uk(t-1)detgk,n-1,t (12)

证明 由于
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detgk,n,t=-bn(n-2)+1

uk(2n+t-1) uk(2n+t-2) -buk(t-1) 0 … 0
uk(2n+t-2) uk(2n+t-3) ukt -buk(t-1) ⋱ 0
︙ ︙ 0 ukt ⋱ 0
︙ ︙ ︙ 0 ⋱ -buk(t-1)

uk(n+t+1) uk(n+t) … … ⋱ ukt

uk(n+t) uk(n+t-1) 0 … … 0
所以,用detgk,n,t第一列的vk 倍减去第二列,可得

detgk,n,t=-bn(n-2)+1

buk(2n+t-3) uk(2n+t-2) -buk(t-1) 0 … 0
buk(2n+t-4) uk(2n+t-3) ukt -buk(t-1) ⋱ 0

︙ ︙ 0 ukt ⋱ 0
︙ ︙ ︙ 0 ⋱ -buk(t-1)

uk(n+t-1) uk(n+t) … … ⋱ ukt

buk(n+t-2) uk(n+t-1) 0 … … 0

。

如此继续下去,经过n+t-1次两列之间的减法之后,最终可得

detgk,n,t=-bn(n-2)+n+t

ukn uk(n-1) -buk(t-1) 0 … 0
uk(n-1) uk(n-2) ukt -buk(t-1) ⋱ 0
︙ ︙ 0 ukt ⋱ 0
︙ ︙ ︙ 0 ⋱ -buk(t-1)

u2k u1 … … ⋱ ukt

uk u0 0 … … 0

。

将上面的行列式按第一行展开,并利用u0=0,可得

detgk,n,t=bn2-n+tuk(n-1)

uk(n-1) ukt … 0
︙ 0 ⋱ -buk(t-1)

︙ ︙ ⋱ ukt

uk 0 … 0

+bn2-n+t+1uk(t-1)

uk(n-1) uk(n-2) -buk(t-1) … 0
uk(n-2) uk(n-3) ukt ⋱ 0
︙ ︙ 0 ⋱ -buk(t-1)

︙ ︙ ︙ ⋱ ukt

uk u0 0 … 0

=

(-1)nbn2-n+tuk(n-1)ukun-2
kt +bn2-n+t+1uk(t-1)
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bn2-3n+t
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+2 detgk,n-1,t=

(-1)nbn2-n+tuk(n-1)ukun-2
kt -b2n-1uk(t-1)detgk,n-1,t。 证毕

引理3 若k>0为奇数,则有

detgk,n,t=
(-1)kn
uk

[bn2-n+1uk(n-1)un
kt+bn2un

k(t-1)uk-bn2-n+1uk(t-1)uknun-1
kt ]。 (13)

证明 当n=2时,(13)式的左边为detgk,2,t=
u3+t -bu2+t
u2+t -bu1+t

=-b(u3+tu1+t-u22+t)=bt+2u2k。在(13)式右

边取n=2,可得

(-1)2k
uk

[b3uku2
kt+b4u2k(t-1)uk-b3uk(t-1)u2kukt]=b3(u2kt+bu2k(t-1)-uk(t-1)vkukt)=b3(u2kt-uk(t+1)uk(t-1))=bt+2u2k。

即结论对n=2成立。
假设结论对n-1成立,下证结论对n也成立。由归纳假设和(12)式,对奇数k,有

detgk,n,t=(-1)nbn2-n+tuk(n-1)ukun-2
kt -b2n-1uk(t-1)

(-1)k(n-1)

uk
×

[bn2-3n+3uk(n-2)un-1
kt +b(n-1)2un-1

k(t-1)uk-bn2-3n+3uk(t-1)uk(n-1)un-2
kt ]=(-1)k(n-1)+1bn2un

k(t-1)+

(-1)k(n-1)bn2-n+1uk(t-1)un-1
kt ukn

uk
+un-2

kt uk(n-1) (-1)knbn2-n+tuk-(-1)k(n-1)bn2-n+1uk(t+1)uk(t-1)

u
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k
=

(-1)k(n-1)+1bn2un
k(t-1)+(-1)k(n-1)bn2-n+1uk(t-1)un-1

kt ukn

uk
+(-1)knbn2-n+1un-2

kt uk(n-1)

uk
[bt-1u2k+uk(t+1)uk(t-1)]=

(-1)kn
uk

[bn2-n+1uk(n-1)un
kt+bn2un

k(t-1)uk-bn2-n+1uk(t-1)uknun-1
kt ]。 证毕
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