
 2015年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.2015
第32卷 第6期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.32 No.6

     DOI:10.11721/cqnuj20150611

关于Diophantine方程组

x+1=3pqu2,x2-x+1=3v2的整数解
*

管 训 贵

(泰州学院 数理学院,江苏 泰州225300)

摘要:设p,q是互异的奇素数,p≡q≡1(mod6),主要利用递归序列、Pell方程和四次Diophantine方程解的性质证明了

Diophantine方程组x+1=3pqu2,x2-x+1=3v2 除开pq=7×13有非平凡解外,仅有平凡解。
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1引言及主要结论

方程x3+1=Dy2(D>0,且D 无平方因子)是一类重要的三次Diophantine方程,在研究它时,方程组

x+1=3Du2,x2-x+1=3v2 (1)

起着非常重要的作用。关于(1)式的整数解,目前已有一些结果。1981年,柯召等[1]用初等方法(Pell方程法)证
明了当D>2,D 无平方因子且不能被3或6k+1型的素数整除时,方程(1)无正整数。当D>1,D 无平方因子且

能被6k+1型的素数整除时,情况比较复杂,对于具体的D,文献[2-8]已有一些零散的结果。本文用递归序列、

Pell方程的解的性质和 Maple小程序,得出当D 含互异的两个6k+1型的素因子时方程(1)的解的情况。

2若干引理

引理1[9] 设p是一个奇素数,则丢番图方程4x4-py2=1除开p=3,x=y=1和p=7,x=2,y=3外,无
其他的正整数解。

引理2[9] 方程x2-3y4=1仅有整数解(x,y)=(±2,±1),(±7,±2),(±1,0)。
引理3[9] 设p是一个奇素数,则丢番图方程x4-py2=1除开p=5,x=3,y=4和p=29,x=99,y=1820

外,无其他的正整数解。

定理1 设p,q为互异的奇素数,p≡q≡1(mod6),则Diophantine方程组

x+1=3pqu2,x2-x+1=3v2,gcd(u,v)=1 (2)

只有当pq=7×13时除平凡解(x,u,v)=(-1,0,±1)外还有非平凡解(x,u,v)=(4367,±4,2521),其他情形

方程组仅有平凡解(x,u,v)=(-1,0,±1)。

3定理1的证明

证明 将(2)式的第一式代入第二式得(2v)2-3(2pqu2-1)2=1,故有

2v+(2pqu2-1)3=±(xn+yn 3)=±(2+ 3)n,n∈Z,
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这里2+ 3是Pell方程X2-3Y2=1的基本解,因此有2pqu2-1=±yn(n∈Z),即2pqu2=±yn+1。又y-n=
-yn,所以只需考虑:

2pqu2=yn+1。 (3)
容易验证下列各式成立:

xn+2=4xn+1-xn,x0=1,x1=2, (4)

yn+2=4yn+1-yn,y0=0,y1=1, (5)

xn+1=2xn+3yn,yn+1=xn+2yn, (6)

x2n=x2n+3y2n,y2n=2xnyn,x2n-3y2n=1, (7)

xn-1=2xn-3yn,yn-1=-xn+2yn。 (8)
由(5)式知,若n≡0(mod2),则yn≡0(mod2),此时(3)式不成立。

若n≡1(mod4),则yn≡1(mod8),于是2pqu2=yn+1≡2(mod8),即pqu2≡1(mod4)。易知,u为奇数,

故pq≡1,5(mod8)。若pq≡3,7(mod8),则(2)式无整数解。由此可知:当p,q满足下列8种情形之一,(2)式
无整数解。

①p≡1(mod24),q≡7(mod24);②p≡1(mod24),q≡19(mod24);

③p≡7(mod24),q≡1(mod24);④p≡7(mod24),q≡13(mod24);

⑤p≡13(mod24),q≡7(mod24);⑥p≡13(mod24),q≡19(mod24);

⑦p≡19(mod24),q≡1(mod24);⑧p≡19(mod24),q≡13(mod24)。
剩下8种情形,分别是:

①p≡q≡1(mod24);②p≡1(mod24),q≡13(mod24);

③p≡q≡7(mod24);④p≡7(mod24),q≡19(mod24);

⑤p≡13(mod24),q≡1(mod24);⑥p≡q≡13(mod24);

⑦p≡19(mod24),q≡7(mod24);⑧p≡q≡19(mod24)。
由p,q的对称性,只需考虑以下情形:
(Ⅰ)p≡q≡1(mod24);(Ⅱ)p≡1(mod24),q≡13(mod24);
(Ⅲ)p≡q≡7(mod24);(Ⅳ)p≡7(mod24),q≡19(mod24);
(Ⅴ)p≡q≡13(mod24);(Ⅵ)p≡q≡19(mod24)。
令n=4m+1(m∈Z),则由(6)式和(7)式可得

2pqu2=y4m+1+1=x4m+2y4m+1=x22m+3y22m+4x2my2m+1=
2x2m(x2m+2y2m)=2x2my2m+1,即pqu2=x2my2m+1。

又因gcd(x2m,y2m+1)=gcd(x2m,x2m+2y2m)=gcd(x2m,2y2m)=1,所以下列情形之一成立:

x2m=pqa2,y2m+1=b2,u=ab,gcd(a,b)=1; (9)

x2m=a2,y2m+1=pqb2,u=ab,gcd(a,b)=1; (10)

x2m=pa2,y2m+1=qb2,u=ab,gcd(a,b)=1; (11)

x2m=qa2,y2m+1=pb2,u=ab,gcd(a,b)=1。 (12)

将(9)式的第二式代入x22m +1-3y22m +1=1,得x22m +1-3b4=1。根据引理2知,b2=0,1,4,即y2m+1=0,1,

4,仅有y2m+1=1成立,则m=0。但由(4)式及(9)式的第一式知,x2≠pqa2,所以(9)式不成立。

将(10)式的第一式代入x22m-3y22m=1,得a4-3y22m=1。根据引理3知,a2=1,即x2m=1,则m=0,但由(5)

式及(10)式的第二式知,y1≠pqb2,所以(10)式不成立。

对于(11)式,由(6)式得,y2m+1=x2m+2y2m,故有qb2=pa2+2y2m,即

qb2-pa2=2y2m。 (13)

因x2m0(mod2),p为奇素数,故a为奇数,则a2≡1(mod8);而y2m+10(mod2),q为奇素数,故b为奇数,

则b2≡1(mod8)。又y2m≡0,4(mod8),故2y2m≡0(mod8)。对(13)式两边取模8,得q-p≡0(mod8),即q≡
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p(mod8),故情形(Ⅱ)、(Ⅳ)不成立。

由(8)式得,x2m=2x2m+1-3y2m+1,故有pa2=2x2m+1-3qb2,即

2x2m+1=pa2+3qb2。

因为a,b为奇数,故a2,b2≡1,9(mod24)。而x2m+1≡1,7(mod24),即2x2m+1≡2,14(mod24)。又当p≡

q(mod24)时,qa2+3pb2≡4,12(mod24),故情形(Ⅰ)、(Ⅲ)、(Ⅴ)、(Ⅵ)不成立。

对于(12)式,仿(11)式的讨论知,情形(Ⅰ)~(Ⅵ)不成立。

因此,若n≡1(mod4),则(2)式无整数解。

若n≡-1(mod4),令n=4m-1(m∈Z),则由(6)~(8)式可得

2pqu2=y4m-1+1=-x4m+2y4m+1= -(x22m+3y22m)+4x2my2m+1=

2y2m(2x2m-3y2m)=2y2mx2m-1,即pqu2=x2m-1y2m。
又因为gcd(x2m-1,y2m)=gcd(2x2m-3y2m,y2m)=gcd(2x2m,y2m)=2,所以下列情形之一成立:

x2m-1=2a2,y2m=2pqb2,u=2ab,gcd(a,b)=1; (14)

x2m-1=2pqa2,y2m=2b2,u=2ab,gcd(a,b)=1; (15)

x2m-1=2qa2,y2m=2pb2,u=2ab,gcd(a,b)=1; (16)

x2m-1=2pa2,y2m=2qb2,u=2ab,gcd(a,b)=1。 (17)

将(14)式的第一式代入x22m-1-3y22m-1=1,得4a4-3y22m-1=1。根据引理1知,a2=1,此时x2m-1=2,则

m=1或0,其中m=0时给出b=0,u=0,得方程(2)的平凡解(x,u,v)=(-1,0,±1)。
由(15)式的第二式得xmym=b2,考虑到gcd(xm,ym)=1,有xm=c2,ym=d2,故(c2)2-3d4=1,根据引理2

知,c2=1,此时xm=1,则m=0,推出(15)式的第一式不成立。

由(16)式的第二式得xmym=pb2,考虑到gcd(xm,ym)=1,有

xm=c2,ym=pd2,b=cd,gcd(c,d)=1; (18)

或

xm=pc2,ym=d2,b=cd,gcd(c,d)=1。 (19)

若(18)式成立,则有

c4-3(pd2)2=1。 (20)

由引理3知,方程(20)仅有整数解(c,d)=(±1,0),此时y2m=0,则m=0,推出(16)式的第一式不成立。

若(19)式成立,则有

(pc2)2-3d4=1。 (21)

由引理2知,方程(21)仅有整数解(p,c,d)=(1,±1,0),(2,±1,±1)和(7,±1,±2),但p 是奇素数,故

p=7,xm=7,则m=2。此时n=7,所以由(3)式,得14qu2=y7+1=2912,即qu2=208,故u=±4,q=13,从而

得到了p=7时方程组(2)的非平凡解(x,u,v)=(4367,±42521)。
由(17)式的第二式得xmym=qb2,仿(16)式的讨论知,q=7,p=13。此时方程组(2)的非平凡解仍是(x,u,

v)=(4367,±4,2521)。
综上,方程组(2)只有当pq=7×13时除平凡解(x,u,v)=(-1,0,±1)外还有非平凡解(x,u,v)=(4367,

±4,2521),其他情形方程组仅有平凡解(x,u,v)=(-1,0,±1)。 证毕。

参考文献:
[1]柯召,孙琦.关于丢番图方程x3±1=Dy2[J].中国科学,

1981,12:1453-1457.

KeZ,SunQ.OntheDiophantineequationx3±1=Dy2[J].

ScientiaSinicaMathemation,1981,12:1453-1457.
[2]杜先存,管训贵,杨慧章.关于不定方程x3+1=91y2[J].

内蒙古师范大学学报:自然科学版,2013,42(4):397-399.

DuXC,GuanXG,YangHZ.OntheDiophantineequation

x3+1=91y2[J].JournalofInnerMongoliaNormalUni-
versity:NaturalScienceEdition,2013,42(4):397-399.

[3]杜先存,万飞,杨慧章.关于丢番图方程x3±1=1267y2 的

97第6期          管训贵:关于Diophantine方程组x+1=3pqu2,x2-x+1=3v2 的整数解



整数解[J].数学的实践与认识,2013,43(15):288-292.

DuXC,WanF,YangHZ.OntheDiophantineequation

x3±1=1267y2[J].MathematicsinPracticeandTheory,

2013,43(15):288-292.
[4]瞿云云,包小敏.关于不定方程x3+1=119y2[J].西南师

范大学学报:自然科学版,2009,34(1):9-11.

QuYY,BaoX M.OntheDiophantineequationx3+1=

119y2[J].JournalofSouthwestChinaNormalUniversity:

NaturalScienceEdition,2009,34(1):9-11.
[5]李双志,罗明.关于不定方程x3+1=201y2[J].西南师范

大学学报:自然科学版,2010,35(1):11-14.

LiSZ,LuoM.OntheDiophantineequationx3+1=201y2

[J].JournalofSouthwestChinaNormalUniversity:Natu-

ralScienceEdition,2010,35(1):11-14.
[6]潘家宇.关于丢番图方程x3±1=Dy2[J].河南科学,

1997,15(4):379-382.

PanJY.OntheDiophantineequationx3±1=Dy2[J].

HenanScience,1997,15(4):379-382.
[7]倪谷炎.关于不定方程x3+1=Dy2[J].哈尔滨工业大学

学报:自然科学版,1999,15(3):13-15.

NiGY.OntheDiophantineequationx3+1=Dy2[J].

JournalofHarbinNormalUniversity:NaturalScienceEdi-

tion,1999,15(3):13-15.
[8]杜先存,管训贵,李玉龙.关于 Diophantine方程x3+1=

13qy2 的整数解[J].重庆师范大学学报:自然科学版,2014,

31(6):66-68.

DuXC,GuanXG,LiYL.TheintegersolutionsoftheDi-

ophantineequationx3+1=13qy2[J].JournalofChongqing

NormalUniversity:NaturalScience,2014,31(6):66-68.
[9]曹珍富.丢番图方程引论[M].哈尔滨:哈尔滨工业大学出

版社,1989.

CaoZF.IntroductiontoDiophantineequations[M].Har-

bin:HarbinInstituteofTechnologyPress,1989.

OntheSystemofDiophantineEquationsx+1=3pqu2andx2-x+1=3v2

GUANXungui
(SchoolofMathematicsandPhysics,TaizhouNormalCollege,TaizhouJiangsu225300,China)

Abstract:Letp,qbedifferentoddprimes,p≡q≡1(mod6).Weuserecurrentsequence,somepropertiesofthesolutionstoPelle-

quationandquarticDiophantineequationstoprovetheDiophantineequationsx+1=3pqu2,x2-x+1=3v2hasonlytrivialsolutions
(x,u,v)=(-1,0,±1)withtheexceptionsthatpq=7×13.
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