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摘要:研究了一类具有庇护所效应的随机食饵-捕食者模型的动态行为。假设捕食者为基于比率依赖型的功能反应,食饵

按常数比例受到庇护。利用随机微分方程理论构造 V函数,结合停时、Ito公式等技巧和方法证明了模型解的全局存在

性,即模型的解不会在有限时间内发生爆炸;解的有界性的证明说明该系统符合生物学行为;进一步,使用V函数判别随

机稳定性的方法证明了系统无病平衡点在一定条件下的全局稳定性,该结论表明,在一定的条件假设下,系统中的感染食

饵种群和捕食者种群会趋于灭绝,而易感食饵种群稳定在环境容纳量的数量规模。最后研究了随机系统围绕另一点的渐

近性质,该点是相应确定性系统的平衡点,却不是随机系统的平衡点。
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1946年,Crombic通过实验的方法较早地将庇护所效应引入了食饵-捕食者模型。所谓的“庇护所效应”指
的是,在一些食饵-捕食者体统中,食饵种群总是会进入一些所谓的安全区域,即不会被捕食者捕食的区域,体现

出的作用就是有助于保持食饵种群的数量规模,一定程度上保持了自然群落的生物多样性。文献[1]建立了具

有庇护所效应的食饵-捕食者模型,讨论了庇护所中食饵数量与现有食饵数量呈正比例的情形。文献[2-3]研究

了具有庇护所效应的Lotka-Volterra食饵-捕食者模型,得出了庇护所效应能够增加系统的稳定性的结论。文献

[4]研究了如下具有庇护所效应且捕食者仅捕食染病食饵的生态流行病模型的有界性、持久性和平衡点的局部

与全局稳定性:
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然而在现实情况中,种群的生存不可避免地受到环境随机因素的干扰,并且这样的干扰在很多情况下不能

被忽略,对某些实际过程的分析有必要从通常的确定性观点转到随机的观点。文献[2-3]研究了随机白噪声干扰

下,一类基于比率依赖的食饵-捕食者模型的解的存在、唯一性、有界性、矩估计等性质。文献[4]研究了一类尽食

饵带疾病的食饵-捕食者模型,研究了该系统的无病平衡点、地方病平衡点的随机稳定性。文献[5]研究了一类随

机SIRS模型的种群灭绝性及分布稳定性质。

1建立模型

本文在模型(1)的基础上加入随机干扰因素,假设易感者种群与感染者种群的接触后的感染率β受到一定强

度的随机干扰,即β→σ+̇B(t),B(t)为标准布朗运动。所见模型如下:
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模型具体参数与条件假设:

1)S,I,Y 分别表示易感食饵种群、感染食饵种群、捕食者种群;

2)假设食饵种群满足Logistic增长方式,内禀增长率为r,且r与是否染病无关,即感染食饵种群不影响生

育情况;

3)食饵种群中的疾病按照双线性发生率βS(t)I(t)进行传染,且假设感染食饵无法恢复正常,食饵染病后的

死亡率为c;

4)假设感染食饵与易感食饵之间的传染率为β,且受到一定强度的白噪声干扰,即β→β+σ̇B(t),其中σ>0
为干扰强度,̇B(t)为标准布朗运动;

5)捕食者只捕食染病食饵,且捕食者不会被传染食饵所带疾病;

6)函数h(I,Y)= IY
aY+I

为捕食者对食饵的基于比率依赖的功能反应函数,m∈[0,1)表示庇护所对常数比

例的食饵起到一定的保护作用。

2模型(2)的解的存在、唯一性

用文献[9]中的方法可以验证方程(2)存在局部解,而该解有可能在有限时间发生爆炸。本节采用类似文献

[5,10-11]的方法证明模型(2)的解不会发生爆炸,即全局存在。
引理1[9] 不等式au≤2au+1-ln(au( )) ( )- 4-2ln2 成立,∀a>0,u>0。
定理1 对任意给的初值(S(0),I(0),Y(0))∈R3+,模型(2)存在唯一解(S(t),I(t),Y(t)),且该解依概率1

存在于R3+中。
证明 设k0>0足 够 大,使 得 S(0),I(0),Y(0( ))∈ 1/k0,k[ ]0 。对 任 意 整 数k≥k0,定 义 停 时τk=

inf{t∈[0,τe):S(t),I(t),Y(t)∉(1/k,k)},其中inf∅=∞(∅表示空集)。显然当k→∞时τk 不减。设τ∞=lim
k→∞

τk,

τ∞≤τka.s.若能证明τ∞=∞a.s.且 S(t),I(t),Y(t( ))∈R3+a.s.t>0。否则,存在T>0与ε∈(0,1)使得

P(τ∞≤T)>ε,
则存在k1≥k0 使得对任意k≥k1 有

P(τk≤T)≥ε, (3)
另外,对任意t∈[0,τe)有
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再由假设3),则有S(t)+I(t)≤M1,t∈[0,τe)。
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设Ωk=τk≤{ }T ,k≥k1,则 P(Ωk)≥ε。对每一个ω∈Ωk,S(τk,ω),I(τk,ω)或Y(τk,ω)等于k 或1/k,所以

V(S(τk,ω)I(τk,ω)Y(τk,ω))不小于mink+1-lnk,1/k+1-ln(1/k{ }):=M2,则由(3)式与(5)式有
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其中1Ωk
为Ωk 的指示函数。令k→∞有

∞> V(0)+c3( )T ec3T=∞,
因此有P(τ∞=∞)=1。 证毕

3模型(2)的解的有界性

在生态流行病学理论中,系统的有界性意味着该系统符合生物学行为,下面说明了模型的有界性。
对于模型(2)的解的有界性,由定理1证明中的(4)式可知,对任意的t≥0,
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即捕食者种群有界。
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4系统(2)围绕平衡点E1=(K,0,0)的稳定性

对于模型(2),点E1=(K,0,0)是系统(1)与(2)的无病平衡点,文献[4]研究了确定性系统(1)在该点的稳定

性,下面研究随机系统(2)在该平衡点的稳定性。
引理2[9] 若存在正向无界的函数V(x,t)∈C3,1(R3×[t0,∞];R+,t0>0)使得LV(x,t)负定,则系统(2)的

平衡点是随机全局渐近稳定的。
定理2 (S(t),I(t),Y(t))为方程(2)的解,初值为(S(0),I(0),Y(0))∈R3+。若如下条件c-βK-
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注 1)由于捕食者仅能捕食受感染食饵,则当感染种群I(t)→0时,必有捕食者种群Y(t)→0,这样情形下,

感染种群与捕食者种群均趋于灭绝,原系统只剩下易感食饵种群;2)条件c-βK-
σ2K3

2(r+βK)
≥0与庇护效应系

数m 无关,该条件并未反映出系统是否具备庇护所效应,该条件较粗。

5模型(2)的解的其他渐近性质

容易看出,当Kβr-cr>0时,点E= S,I,( )0 是确定性系统(1)的平衡点,其中S=c
β
,I=Kβr-cr

Kβ2
,而该点

并不是相应随机系统(2)的平衡点。本节研究模型(2)的解围绕确定性模型(1)的平衡点E= S,I,( )0 的渐近行

为。
定理3 设Kβr-cr>0与d-pb>0成立。则对任意初值(S(0),I(0),Y(0))∈R3+,模型(2)的解满足如下

性质
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2 ≤
rS
K
(S-S)2+b

2K
4rS

Yé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2 ,

-c7b(1-m)IY
aY+(1-m)I

(I-I)≤c7b(1-m)I
aY+(1-m)I

c
4b
(I-I)2+b

cYé

ë
êê

ù

û
úú

2 ≤c7 c
4
(I-I)2+b

2

cYé

ë
êê

ù

û
úú

2 ,

于是

dV4

dt≤c7 r-3rI
K +

(Kr-Kc-3rS-rI)2
2K2

é

ë
êê

ù

û
úúc
(S-S)2-c

4
(I-I){ 2 +

b2
c+

b2K
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

rS
Y }2 。

令β-c5
r
K+

æ

è
ç

ö

ø
÷β =0,即c5= Kβ

r+Kβ
,则

LV≤c7 r-3rI
K +

(Kr-Kc-3rS-rI)2
2K2

é

ë
êê

ù

û
úúc -r{ }K

(S-S)2-c7c4
(I-I)2-

c6(μ-pb)-c7
b2
c +b2K

4
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úrS
Y2+ 12Sσ

2M2
1+b(1-m)I

a + 12c5Iσ
2M2

1,

易知可以取到c7,使得c7 r+rI
K +

(Kr-Kc-3rS-rI)2
2K2

é

ë
êê

ù

û
úúc -r

K=-
r
2K
,取定c7 后,当μ-pb>0时,可取c6,使

其满足 c6(μ-pb)-c7
b2
c+

b2K
4

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úrS
=μ-pb2

。

则有

dV≤ -r
2K
(S-S)2-c7c4

(I-I)2-
(μ-pb)
2 Y2+é

ë
êê

ù

û
úúD dt+M(t), (6)

其中D=12σ
2M2

1(S+c5I)+b(1-m)I
a

,M(t)=-σ(S-S)IdB(t)+c5σ(I-I)SdB(t)。

对上式(6)两边从0到t积分并取期望,得

0≤EV ≤E(V(0))-E∫
t

0

r
2K
(S(u)-S)2+c7c

4
(I(u)-I)2+

(μ-pb)
2 Y2(ué

ë
êê

ù

û
úú)du+Dt,

即有 limsup
t→∞

1
tE∫

t

0

r
2K
(S(u)-S)2+c7c

4
(I(u)-I)2+

(d-pb)
2 Y2(ué

ë
êê

ù

û
úú)du≤D,

令M=min r
2K
,c7c
4
,(μ-pb){ }2

,则

limsup
t→∞

1
tE∫

t

0

(S(u)-S)2+(I(u)-I)2+Y2(u[ ])du≤D
M
。 证毕
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AsymptoticBehaviorofaStochasticModelon
Predator-preySystemwithRefugeandDiseaseinthePrey

TANYang1,TIANJiagui2,GUOZijun3

(1.TongrenPolytechnicCollegeTongrenGuizhou554300;

2.TongrenNo.3MiddleSchool,TongrenGuizhou554300;

3.InstituteofAppliedMathematics,SouthɴChinaAgriculturalUniversityGuangzhou510642,China)

Abstract:Astochasticallymathematicalmodelofpreyusingrefugesinapredator-preysystemwithdiseaseinthepreypopulation
wasproposedandanalyzed.FirstshowedthatthemodelhasauniqueglobalpositivesolutionbyusingstoppingtimeandItoformu-
la,thatistosaythesolutionofthemodelwillnotexplodetoinfiniteinafinitetime.Inaddition,theglobalstabilityofthedisease-
freeequilibrium,theconclusionshowedthattheinfectedpreyandpredatorpopulationwillbeextinctionundersomecondition;the
susceptiblepreypopulationwillkeeponthevalueK (theenvironmentalcarryingcapacity).Atlast,theasymptoticbehavioraround
theotherequilibriumofthedeterministicsystemwasexaminedthatwasnottheequilibriumofthestochasticsystem.
Keywords:predator-preymodel;refugeeffect;randomdisturbance;stochasticglobalstability
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