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非奇异H-矩阵的参数改进迭代判定法
*

肖 丽 霞

(内蒙古民族大学 数学学院,内蒙古 通辽028043)

摘要:非奇异 H-矩阵是一类应用广泛的特殊矩阵。利用广义严格α-链对角占优矩阵的定义及性质,根据矩阵自身元素、
行和以及列和,提出了含参数α的迭代公式,推广和改进了已有的相关结果,并通过数值算例说明了结果的优越性。
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1基本定义

非奇异H-矩阵是一类被广泛应用于数值代数、控制论、经济数学等领域的特殊矩阵。对非奇异H-矩阵使用

直接法或迭代法进行判别一直以来都是重要的研究课题,并已取得了一定的研究成果[1-8]。本文根据广义严格

α-链对角占优矩阵的定义及其性质,对文献[1]的迭代算法进行了推广和改进,得到了含参数α的迭代公式,并通

过数值算例说明了结果的优越性。设矩阵A=(aij)∈Cn×n为n 阶复(实)方阵,N={1,2,…,n},记Ri(A)=

∑
j≠i

aij ,Qi(A)=∑
j≠i

aji ,i∈N。

若∀i∈N,aii >Ri(A)成立,那么A 被称为严格对角占优矩阵,记为A∈D;若存在正对角矩阵X,使得

AX∈D成立,那么A被称为广义严格对角占优矩阵,记为A∈D*。
定义1[2] 设A=(aij)∈Cn×n,若存在α∈[0,1],使∀i∈N,aii >Ri(A)αQi(A)1-α成立,则称A 为严格α-

链对角占优矩阵,记为A∈D(α)。
定义2[2] 设A=(aij)∈Cn×n,若存在正对角矩阵X,使得AX∈D(α)成立,则称A为广义严格α-链对角占优

矩阵,记为A∈D*(α)。
文献[1]中提出如下迭代算法:
算法1[1] 输入:已知矩阵A=(aij)∈Cn×n和任意正数ε。
输出:对角矩阵D=D(1)D(2)…D(m)∈DA,若矩阵A是非奇异H-矩阵。
1)若∃i∈N,aii=0或N′1(A)=∅,输出“A不是非奇异H-矩阵”,停止;否则继续执行;

2)令A(0)=A,D(0)=I,m=1;
3)计算A(m)=A(m-1)D(m-1)= a(m)

i( )j ;

4)若N′1(A(m))=N,输出“A是非奇异H-矩阵”,停止;否则继续执行;

5)令d= d( )i ,计算di=
1- a(m)

ii -Ri(A(m))
a(m)

ii +ε
,i∈N′1(A(m)),

1,i∈N′2(A(m)

ì

î

í

ïï

ïï );

6)令D(m)=diag(d),m=m+1,转到步骤3)。
注1 其中记:N′1(A)={i∈N,aii >Ri(A)},N′2(A)={i∈N,0< aii ≤Ri(A)}。

2主要结果

算法1的结果与ε的选取有关,ε的值为迭代执行前已被确定的常数,不会根据每次迭代执行的情况进行调
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整,且很难预先选出迭代效果较好的ε。算法2在这方面进行了改进,去掉了参数ε。根据定义,若A∈D(α),则
当α=1时,A∈D,即严格α-链对角占优矩阵定义的条件弱于严格对角占优矩阵定义的条件。利用此点,本文将

算法1的迭代法推广到更一般的含参数α的情况,并引进如下符号:

N1(A)=i∈N,aii >Ri(A)αQi(A)1-{ }α ,N2(A)=i∈N,0< aii ≤Ri(A)αQi(A)1-{ }α 。
算法2 输入:已知矩阵A=(aij)∈Cn×n,参数α∈[0,1]。
输出:对角矩阵X=X(0)X(1)…X(m-1),若矩阵A是非奇异H-矩阵。

1)若∃i∈N,aii=0,输出“A不是非奇异H-矩阵”,停止;否则,继续执行;

2)令m=0,A(0)=A;

3)若N2(A(m))=⌀,输出“A是非奇异H-矩阵”,停止;否则,继续执行;

4)令x(m)= x(m)( )i ,计算x(m)
i =

Ri(A(m))αQi(A(m))1-α

a(m)
ii

,i∈N1(A(m)),

1,i∈N2(A(m)

ì

î

í

ïï

ïï );

5)令X(m)=diag(x(m));

6)计算A(m+1)=A(m)X(m)= a(m+1)
i( )j ,m=m+1,转到步骤3)。

引理1[2] 设A=(aij)∈Cn×n,则A是非奇异H-矩阵的充分必要条件为A∈D*(α)。
引理2 设A=(aij)∈Cn×n,若对∀α∈[0,1],N1(A)=∅,则A∉D*(α)。
证明 反证法。假设A∈D*(α),则存在X=diag(x1,x2,…,xn),使得B=AX∈D(α),其中B=bi( )j ,bij=

aijxj,则∀i∈N,有 bii >Ri(B)αQi(B)1-α,aii xi> ∑
t∈N,≠i

ait x( )t
α

∑
t∈N,≠i

ati x( )i
1-α。

令xk=min
i∈N

x{ }i ,当i=k时,

akk xk > ∑
t∈N,≠k

akt x( )t
α

∑
t∈N,≠k

atk x( )k
1-α
≥ ∑

t∈N,≠k
akt x( )k

α

∑
t∈N,≠k

atk x( )k
1-α ,

可得 akk > ∑
t∈N,≠k

a( )kt
α

∑
t∈N,≠k

a( )tk
1-α

=Rk(A)αQk(A)1-α,因此k∈N1(A),N1(A)≠⌀,与已知矛盾,假设

不成立。 证毕

引理3[3] 设A=(aij)∈Cn×n,则A是非奇异H-矩阵的充分必要条件为A∈D*。
引理4[4] 设A=(aij)∈Cn×n,若存在正对角矩阵X,使得AX∈D*成立,则A∈D*。
定理1 设A=(aij)∈Cn×n,则A是非奇异H-矩阵的充分必要条件为存在α∈[0,1],使算法2迭代有限次

产生一个严格α-链对角占优矩阵后并停止。
证明 充分性。假设算法2迭代 m 次产生一个严格α-链对角占优矩阵A(m)= a(m)

i( )j 后停止,由A(m)=
A(m-1)X(m-1)递推得

A(m)=AX(0)X(1)…X(m-1)=AF(m), (1)
这里F(m)=X(0)X(1)…X(m-1)是一个正对角矩阵,则A∈D*(α),由引理1可知,A是非奇异H-矩阵。

必要性。反证法。已知A为非奇异H-矩阵,假设不存在α∈[0,1],使算法2迭代有限次后停止,即对∀α∈
[0,1],算法2迭代无限次,且生成无穷序列:A(m{ }

) ,a(m){ }ii ,N1(A(m){ }),X(m{ }
) 。令m=0,1,…,由算法2步

4),∀i∈N1(A(m)),x(m)
i =Ri(A(m))αQi(A(m))1-α

a(m)
ii

,则0<x(m)
i <1,∀i∈N1(A(m)),因此0<x(m)

i ≤1,∀i∈N,又因

为a(m)
ij =a(m-1)

ij x(m-1)
j ,所以对∀i∈N1(A(m)),得

a(m+1)
ii = a(m)

ii x(m)
i = a(m)

ii
Ri(A(m))αQi(A(m))1-α

a(m)
ii

=Ri(A(m))αQi(A(m))1-α=

∑
t∈N,≠i

a(m)( )it
α

∑
t∈N,≠i

a(m)( )ti
1-α
> ∑

t∈N,≠i
a(m)

it x(m)( )t
α

∑
t∈N,≠i

a(m)
ti x(m)( )i

1-α
=

∑
t∈N,≠i

a(m+1)( )it
α

∑
t∈N,≠i

a(m+1)( )ti
1-α

=Ri(A(m+1))αQi(A(m+1))1-α ,

即i∈N1(A(m+1)),则N1(A(m))⊆N1(A(m+1)),递推得N1(A)=N1(A(0))⊆N1(A(1))⊆…⊆N1(A(m))⊆…,因此

存在一个最小的整数l,使N1(A(l))=N1(A(l+p)),∀p=0,1,2,…成立。不失一般性,令l=0,p=m,并设

N1(A(m))=N1(A(0))=N1(A)={1,2,…,k},k<n,m=0,1,…。 (2)
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因为矩阵X(m)的对角元素0<x(m)
i ≤1,明显有A=A(0)≥A(1)≥…≥A(m)≥…≥0,则无穷矩阵序列 A(m{ }

) 单调递

减且有界,可得lim
m→∞

A(m)=lim
m→∞

AF(m)=B>0,这里B= bi( )j =AF,F=lim
m→∞

Fm 为正对角矩阵。由(1)式和(2)式

知,F(m)=diag(f(m)
1 ,f(m)

2 ,…,f(m)
k ,1,1,…,1),则F=diag(f1,f2,…,fk,1,1,…,1),其中fi=lim

m→∞
f(m)

i ,i=1,2,…,k。

下面证明:∀α∈[0,1],∀i∈N1(A),lim
m→∞

a(m)
ii -Ri(A(m))αQi(A(m))1-( )α =0成立。

反证法。假设∃α∈[0,1],∃i∈N1(A),使lim
m→∞

a(m)
ii -Ri(A(m))αQi(A(m))1-( )α ≠0成立,由(2)式知i∈

N1(A(m)),m=0,1,…,可得 a(m)
ii >Ri(A(m))αQi(A(m))1-α,则存在正数ε0,使 a(m)

ii -Ri(A(m))αQi(A(m))1-α>ε0
成立,则有

a(m+1)
ii = a(m)

ii x(m)
i = a(m)

ii
Ri(A(m))αQi(A(m))1-α

a(m)
ii

=Ri(A(m))αQi(A(m))1-α=

a(m)
ii - a(m)

ii -Ri(A(m))αQi(A(m))1-( )α < a(m)
ii -ε0,

递推可得 a(0)
ii > a(1)

ii +ε0>…> a(m)
ii +mε0。令m→∞,则 a(0)

ii →∞,与已知矛盾,所以假设不成立。可知

∀α∈[0,1],∀i∈N1(A),lim
m→∞

a(m)
ii -Ri(A(m))αQi(A(m))1-( )α =0成立。由此∀α∈[0,1],有:

bii -Ri(B)αQi(B)1-α=0,∀i∈N1(A);bii -Ri(B)αQi(B)1-α≤0,∀i∈N2(A)。
即∀α∈[0,1],N1(B)=⌀,根据引理2,B∉D*(α),由引理1可知矩阵B不是非奇异H-矩阵。

已知矩阵A为非奇异H-矩阵,可得A=BF-1∈D*,其中F-1为正对角矩阵,由引理4得,B∈D*,即矩阵B
为非奇异H-矩阵,与上述结论矛盾,因此“不存在α∈[0,1],使算法2迭代有限次后停止”的假设不成立。设算

法2迭代m 次停止,由算法步3)得,N2(A(m))=⌀,A(m)∈D(α)。因此,若矩阵A 是非奇异 H-矩阵,则存在α∈
[0,1],使算法2迭代有限的m 次后产生一个严格α-链对角占优矩阵A(m)并停止。 证毕

3数值算例

例1 设A=
4 4 1
1 5 2
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

5 0 5

,令α=0.8,使用算法2进行计算,A(0)=A,N1(A(0))={2,3},N2(A(0))={1},

x(0)
1 =1.0000,x(0)

2 =
R2(A(0))αQ2(A(0))1-α

a(0)
22

=3
0.8×40.2
5 =0.6355,x(0)

3 =
R3(A(0))αQ3(A(0))1-α

a(0)
33

=5
0.8×30.2
5 =

0.9029,X(0)=diag(1.0000,0.6355,0.9029),A(1)=A(0)X(0)=
4.0000 2.5420 0.9029
1.0000 3.1775 1.8058
5.0000 0.0000 4.

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

5145

,N1(A(1))=

{1,2,3},N2(A(1))=⌀,因此迭代1次可判定矩阵A为非奇异H-矩阵。若使用算法1判别需迭代3次。
例2 使用 Matlab对算法1和算法2分别编程以实现对下列矩阵的验证,结果如表1。

表1 对算法1和算法2的验证结果

矩阵
算法1

迭代次数(ε=0.01)

算法2
α 迭代次数

验证结果

A1=

10 0 10 0
6 4 0 1
1 1 6 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1 0 0 2

3 0.4,0.5,0.6,0.7 0 非奇异 H-矩阵

A2=

3 1 0 -1
1 -4 -1 1
-1 -2 1.7 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

2 1 0 -3

3 0.4,0.5 1 非奇异 H-矩阵
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续表1

矩阵
算法1

迭代次数(ε=0.01)
算法2

α 迭代次数
验证结果

A3=

3 1 0 2
1 2.5 19 0
1 0 20 2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1 1 1 10

3 0.1 1 非奇异 H-矩阵

A4=

3 2 2 1
0.5 5 5 1
0.5 1 9 9

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1 1 1 8.5

4 0.2,0.3,0.4 0 非奇异 H-矩阵

A5=

10 3 1 1 1
9 9 1 1 0
1 1 9 3 1
1 1 6 8 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

4 4 4 4 9

6 0.7 2 非奇异 H-矩阵
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AnImprovedIterativeCriterionwithParameter
forNonsingularH-matrices

XIAOLixia
(SchoolofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMonglia028043,China)

Abstract:ThenonsingularH-matrixisaspecialclassofmatriceswithwideapplications.Inthispaper,basedontheconceptand

propertiesofthegeneralizedstrictlyα-chaindiagonaldominancematrices,accordingtotheelements,rowsumsandcolumnsumsof
thematrices,aniterativecriterionwithparameterαisprovided,whichextendsandimprovessomerelatedresults.Somenumerical
examplesareusedtoshowtheadvantagesoftheresult.
Keywords:nonsingularH-matrix;α-chaindiagonallydominantmatrix;positivediagonalmatrix;iterativemethod
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