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F凸函数的Hermite-Hadamard型不等式
*
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摘要:首先证明:若F 在广义凸集K 上满足条件P1,P2,f:K→R在K 上是F 凸函数,则对任意b,a∈K,f[F(b,a,λ)]关

于λ是[0,1]上的凸函数。然后利用条件P1,P2,F 凸函数的定义以及凸函数的Jensen不等式,建立了与f[F(b,a,λ)]关

于严格单调增加函数的黎曼积分有关的不等式,从而获得F 凸函数的新的 Hermite-Hadamard型不等式。由此在特殊情

况下得到凸函数、预不变凸函数、GA凸函数的加权 Hermite-Hadamard型不等式。
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1预备知识

定义1[1] 称集合K⊂Rn 是关于F的广义凸集,若存在向量值映射F:K×K×[0,1]→Rn,使得∀λ∈[0,1],

∀x,y∈K,有F(x,y,λ)∈K。
定义2[2] 设K⊂R是关于F 的广义凸集,称F 在K 上满足条件P1,P2,若∀α,β∈[0,1],且α<β,∀x,y∈

K,有P1:F y,F(x,y,β),1-
αé

ë
êê

ù

û
úúβ
=F(x,y,α);P2:F x,F(x,y,α),β-α1-

é

ë
êê

ù

û
úúα =F(x,y,β)。

引理1[3] 若F 在K 上满足条件P1,P2,则∀λ∈[0,1],∀u1,u2∈[0,1],u1≠u2,∀x,y∈K,有:

F(x,y,λu1+(1-λ)u2)=F[F(x,y,u1),F(x,y,u2),λ]。
定义3[4] 设K⊂R是关于F 的广义凸集,F 在K 上满足条件P1,P2,称f:K→R在K 上是F 凸函数,若

∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,有f[F(x,y,λ)]≤λf(x)+(1-λ)f(y)。
引理2 设K⊂R是关于F 的广义凸集,F 在K 上满足条件P1,P2,f:K→R在K 上是F 凸函数,b,a∈K,

则f[F(b,a,λ)]关于λ是[0,1]上的凸函数。
证明 设λ1,λ2∈[0,1],α,β∈[0,1],α+β=1,要证明

f[F(b,a,αλ1+βλ2)]≤αf[F(b,a,λ1)]+βf[F(b,a,λ2)]。 (1)
当λ1=λ2 或α=1或β=1时,(1)式显然成立。
下面假设λ1≠λ2 且α,β∈(0,1),由引理1和F 凸函数的定义得

f[F(b,a,αλ1+βλ2)]=f[F(F(b,a,λ1),F(b,a,λ2),α)]≤αf[F(b,a,λ1)]+βf[F(b,a,λ2)],
即(1)式也成立。 证毕

2主要结果

定理1 设K⊂R是关于F的广义凸集,F在K 上满足条件P1,P2,f:K→R在K 上是F凸函数,g:[0,1]→R
是严格单调增加的函数,则对任意a,b∈K,有

[g(1)-g(0)]f Fb,a,
g(1)-∫

1

0
g(λ)dλ

g(1)-g(0)
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≤∫
1

0
f(F(b,a,λ))dg(λ)≤
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∫
1

0
g(λ)dλ-g(0[ ])f(a)+ g(1)-∫

1

0
g(λ)d[ ]λf(b)。 (2)

证明 将[0,1]n等分,λi=i
n
(i=0,1,…,n),因g(λ)在[0,1]上是严格单调增加的函数,故有

g(λi+1)-g(λi)>0,(i=0,1,…,n-1),且∑
n-1

i=0

g(λi+1)-g(λi)
g(1)-g(0) =1。

因为F 在K 上满足条件P1,P2,f在K 上是F 凸函数,故由引理2知f[F(x,y,λ)]关于λ是[0,1]上的凸函

数,于是由凸函数的Jensen不等式得

∑
n-1

i=0
f[F(b,a,λi)]g

(λi+1)-g(λi)
g(1)-g(0) ≥f Fb,a,

∑
n-1

i=0
λi(g(λi+1)-g(λi))

g(1)-g(0)
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, (3)

在(3)式中令n→∞,得

∫
1

0
f[F(b,a,λ)]dg(λ)≥ [g(1)-g(0)]f Fb,a,∫

1

0
λdg(λ)
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=

[g(1)-g(0)]f Fb,a,
g(1)-∫

1

0
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,

(2)式的左边部分得证。
又由F 凸函数的定义有

f[F(b,a,λ)]≤λf(b)+(1-λ)f(a), (4)
(4)式左右两边关于g(λ)求定积分得

∫
1

0
f[F(b,a,λ)]dg(λ)≤f(a)∫

1

0
(1-λ)dg(λ)+f(b)∫

1

0
λdg(λ)=

∫
1

0
g(λ)dλ-g(0[ ])f(a)+ g(1)-∫

1

0
g(λ)d[ ]λf(b),

(2)式的右边部分得证。 证毕

例1 在定理1中取K=[a,b]⊂(0,∞),F(x,y,λ)= λ
x+

1-λæ

è
ç

ö

ø
÷

y
-1
,g(λ)= λ

b+
1-λæ

è
ç

ö

ø
÷

a
-1
,容易验证F 满

足条件P1,P2,f(b,a,0)=a,f(b,a,1)=b,g(λ)是单调增加函数,又设f:[a,b]→R是F 凸函数,也即f是 HA

凸函数[5],简单计算可得∫
1

0
f[F(b,a,λ)]dg(λ)=∫

b

a
f(x)dx,∫

1

0
g(λ)dλ= ab

L(a,b)
,其中L(a,b)= b-a

lnb-lna
,由定

理1得到HA凸函数的Hermite-Hadamard型不等式:

(b-a)f(L(a,b))≤∫
b

a
f(x)dx≤ b

L(a,b)-
æ

è
ç

ö

ø
÷1af(a)+ 1- a

L(a,b
æ

è
ç

ö

ø
÷

)bf(b)。

推论1 设K⊂R是关于F 的广义凸集,对任意a,b∈K,F(b,a,λ)是[0,1]上关于λ的严格单调增加的函

数,f:K→R在K 上是F 凸函数,则任意a,b∈K,有

[F(b,a,1)-F(b,a,0)]f Fb,a,
F(b,a,1)-∫

1

0
F(b,a,λ)dλ

F(b,a,1)-F(b,a,0)
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≤∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)dx≤

∫
1

0
F(b,a,λ)dλ-F(b,a,0[ ])f(a)+ F(b,a,1)-∫

1

0
F(b,a,λ)d[ ]λf(b)。

证明 在定理1中取g(λ)=F(b,a,λ)即可得证。 证毕

注1 在推论1中,若F(b,a,λ)分别取λb+(1-λ)a,a+λη(b,a),bλa1-λ,则得到凸函数的 Hermite-Had-
amard不等式[6]、预不变凸函数[7]的 Hermite-Hadamard型不等式[8]、GA凸函数[9]的 Hermite-Hadamard型不

等式[10-11]。
推论2 设K⊂R是关于F 的广义凸集,对任意a,b∈K,F(b,a,λ)是[0,1]上关于λ的严格单调增加的函
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数,p:[F(b,a,0),F(b,a,1)]→R是正的可积函数,f:K→R在K 上是F 凸函数,则对任意a,b∈K,有

Pf Fb,a,1P∫
1

0
λp(F(b,a,λ))dé

ë
êê

ù

û
úú

é

ë
êê

ù

û
úúλ ≤∫

1

0
f[F(b,a,λ)]p[F(b,a,λ)]dλ≤

f(a)∫
1

0
(1-λ)p[F(b,a,λ)]dλ+f(b)∫

1

0
λp[F(b,a,λ)]dλ,

特别地,若p(F(b,a,λ))关于λ=12
对称,则有

f Fb,a,æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

1
2 ≤ 1P∫

1

0
f[F(b,a,λ)]p[F(b,a,λ)]dλ≤f(a)+f(b)

2
,

其中P=∫
1

0
p[F(b,a,λ)]dλ。

证明 在定理1中取g(λ)=∫
λ

0
p[F(b,a,t)]dt即可得证。 证毕

推论3 设K⊂R是关于F 的广义凸集,f:K→R在K 上是F 凸函数,对任意a,b∈K,F(b,a,λ)是[0,1]上
关于λ的严格单调增加的函数,p:[F(b,a,0),F(b,a,1)]→R是正的可积函数,则对任意a,b∈K,有

f Fb,a,1Q∫
1

0
λp[F(b,a,λ)]dF(b,a,λæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú) ≤ 1Q∫

F(b,a,1)

F(b,a,0)
f(x)p(x)dx≤ (1-μ)f(a)+μf(b),

其中Q=∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
p(t)dt,μ=1Q∫

1

0
λp[F(b,a,λ)]dF(b,a,λ)。

证明 在定理1中取g(λ)=∫
F(b,a,1)

F(b,a,0)
p(t)dt即可得证。 证毕

注2 在推论3中,若取F(b,a,λ)为λb+(1-λ)a,则得到凸函数的加权Hermite-Hadamard不等式[12]:

∫
b

a
p(t)dtf∫

b

a
tp(t)dt

∫
b

a
p(t)d

é
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ê
ê
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ù

û
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≤∫

b

a
f(x)p(x)dx≤f(a)∫

b

a

b-t
b-ap

(t)dt+f(b)∫
b

a

t-a
b-ap

(t)dt;

若取F(b,a,λ)为a+λη(b,a),则得到预不变凸函数的加权Hermite-Hadamard型不等式:

∫
a+η(b,a)

a
p(t)dtf∫

a+η(b,a)

a
tp(t)dt

∫
a+η(b,a)

a
p(t)d

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úút
≤∫

a+η(b,a)

a
f(x)p(x)dx≤

f(a)∫
a+η(b,a)

a

a+η(b,a)-t
η(b,a)

p(t)dt+f(b)∫
a+η(b,a)

a

t-a
b-ap

(t)dt;

若取F(b,a,λ)为bλa1-λ,则得到GA凸函数的加权Hermite-Hadamard型不等式[13]。
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Hermite-HadamardTypeInequalitiesforF-ConvexFunctions

SHITongye,YINYalan,WUHan
(DepartmentofInformation,PLANavalCommandCollege,Nanjing211800,China)

Abstract:Firstly,itispointedoutthatifFsatisfiesconditionsP1,P2overgeneralizedconvexsetK,f:K→RisF-convexfunction
onK,thenf[F(x,y,λ)]isconvexfunctionoverλon[0,1]foranyx,y∈K.Secondly,aninequalityassociatedwithRiemanninte-
graloff[F(x,y,λ)]overstrictlymonotoneincreasingfunctionsisestablishedbyusingconditionsP1,P2,thedefinitionandJensen’s
inequalityofconvexfunctions,therefore,new Hermite-HadamardtypeinequalitiesforF-convexfunctionsareobtained.Finally,

underspecialconditions,weightedHermite-Hadamardtypeinequalitiesforconvexfunctions,preinvexfunctions,GA-convexfunc-
tionsarederived.
Keywords:Hermite-Hadamardtypeinequality;F-convexfunction;Riemannintegral;convexfunction;preinvexfunction;GA-con-
vexfunction
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