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指数分布极值的分布和矩的渐近展开
*
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摘要:研究了指数分布规范化最大值的分布和矩的渐近性质,并在最优赋范常数的条件下得到了指数分布规范化最大值

的分布和矩的渐近展开,这些展开能够用来得到规范化最大值的分布和矩趋于相应的极值的分布和矩的收敛速度。
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设{Xn,n≥1}是一列独立同分布的随机变量序列,其共同的分布是参数为λ(>0)的指数分布(或者寿命分

布),记为Xn~exp(λ)。记Mn=max
1≤k≤n

{Xk}表示随机变量序列{Xn,n≥1}的部分最大值。指数分布的概率密度定

义为f(x)=
λe-λx,x>0
0,x≤{ 0

,其中参数λ>0。F(x)为指数分布的分布函数。

指数分布(或者寿命分布)在概率论与数理统计的理论与应用中都起着很重要的作用。它的应用太多而不

胜枚举。选择的一些仅仅出现在过去一年的应用包括:模拟寿命数据[1];分析时滞切换系统的ODE[2];模拟震级

分布[3];分析具有离散和分布时滞的中立型的随机神经网络[4];假定产品寿命服从双参数指数分布时,利用线性

的降解模型模拟降解过程[5];模拟中度负相依数据[6]等等。
近些年,有关指数分布规范化最大值的渐近性质已经在一些文献中作了相关的研究[7-12]。文献[7]研究了指

数分布规范化最大值的一致收敛速度。文献[8]得到混合指数分布极值的一致收敛速度。文献[9]研究了广义

指数分布和混合广义指数的极限分布以及相应的收敛速度。文献[10-11]研究了极值的矩收敛问题。下面将研

究指数分布规范化最大值的分布和矩的高阶渐近展开。极值理论领域的学者知道,指数分布F∈D(Λ),即存在

赋范常数an>0和bn∈R使得

lim
n→∞

P(Mn≤anx+bn)=Λ(x), (1)

其中Λ(x)=exp(-exp(-x)),常数an=λ-1,bn=λ-1logn。
指数分布的尾部表示为

1-F(x)=e-λx =λ-1f(x)=exp(-λ)exp-∫
x

1

1
f
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÷t ,x>0, (2)

其中f
~(t)=λ-1。注意到当t→∞时,f

~
′(t)→0。根据文献[12]的命题1.1(a)和推论1.7,可以选择赋范常数an 和

bn 使其满足以下的方程:

1-F(bn)=n-1,an=f
~(bn), (3)

且在以上的赋范常数下,(1)式成立。

1主要结果

在这一部分给出主要结果。定理1给出了指数分布的规范化最大值的分布的高阶渐近展开;定理2提供了

指数分布的规范化最大值分布的矩的渐近展开。
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定理1 设F(x)表示指数分布的分布函数。赋范常数an=λ-1,bn=λ-1logn,当n→∞时,则

eλbn eλbn(Fn(anx+bn)-Λ(x))-k(x)Λ(x[ ])→(w(x)+2-1k2(x))Λ(x), (4)
其中k(x)=-2-1e-2x,w(x)=-3-1e-3x。

注1 由(3)式,可得eλbn=n。因此,定理1表明指数分布的最大值的分布Fn(anx+bn)收敛到其极值分布

Λ(x)的速度是与n-1成正比的。

在这里,对于非负整数r,令mr(n)=E Mn -bn
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xrdΛ(x)分别

表示Mn-bn

an
和X~Λ(x)的r阶矩,并且赋范常数an 和bn 由(3)式给出。

定理2 在定理1的条件下,当n→∞时,则

eλbn eλbn(mr(n)-mr)-2-1re-xmr[ ]-1 →18r
(r-1)(r-2)(r-3)mr-4-

5
12r
(r-1)(r-2)mr-3-38r

(r-1)mr-2-112rmr-1。 (5)

记Δr(n)=E Mn -bn
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注意到eλbn=n,从而,由定理2可得如下所述的矩的收敛速度。
推论1 对于指数分布规范化最大值的矩,当n充分大时,则Δr(n)~2-1rn-1e-xmr-1。

2辅助引理

为了证明主要结果,下面给出几个必要的引理。
引理1 赋范常数an=λ-1,bn=λ-1logn,令hλ(n,x)=nlogF(anx+bn)+e-x,则

lim
n→∞
eλbn eλbnhλ(n,x)-k(x[ ])=w(x), (6)

其中,k(x)和w(x)的定义见定理1。
证明 在赋范常数an=λ-1,bn=λ-1logn的条件下,指数分布的最大值分布的极限分布为

lim
n→∞

P Mn-bn

an
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n→∞
Fn(anx+bn)=Λ(x)。

因此,由(2),(3)式可得

lim
n→∞
eλbnhλ(n,x)=lim

n→∞

logF(anx+bn)+n-1e-x

n-1e-λbn =

lim
n→∞

-(1-F(anx+bn))2(1+o(1))
2n-1e-λbn +-

(1-F(anx+bn))+(1-F(bn))e-x

n-1e-λbn =

lim
n→∞

-(1-F(anx+bn))2(1+o(1))
2n-1e-λbn =-2-1e-2x=k(x), (7)

并且

lim
n→∞
eλbn eλbnhλ(n,x)-k(x[ ])=lim

n→∞

logF(anx+bn)+n-1e-x

n-1e-2λbn -eλbnk(xé
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-(1-F(anx+bn))+(1-F(bn))e-x

n-1e-2λbn -lim
n→∞

(1-F(anx+bn))2

2n-1e-2λbn +eλbnk(xé

ë
êê

ù

û
úú)=

-lim
n→∞

(1-F(anx+bn))3(1+o(1))
3n-1e-2λbn =lim

n→∞
-
(1-F(anx+bn))3(1+o(1))

3n-1e-2λbn =-3-1e-3x=w(x)。 (8)

引理2 对于任意常数0<c<1和i≥0,则lim
n→∞∫

-cb1
/2

n

-∞
e2λbn x iΛ(x)dx=0,lim

n→∞∫
-cb1

/2
n

-∞
eλbn x ie-2xΛ(x)dx=0,

并且lim
n→∞∫

-cb1
/2

n

-∞
e2λbn x iF(anx+bn)dx=0。

证明与文献[13]中的引理1和引理2证明类似。
引理3 设0<c<1,对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,则|hλ(n,x)|<2一致成立,其中,hλ(n,x)=

nlogF(anx+bn)+e-x,赋范常数an=λ-1,bn=λ-1logn。
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证明 令φ(x)=1-F(anx+bn)且nlogF(anx+bn)=-nφ(x)-2-1nφ2(x)-R(x)。由于当0<x<1时,

-x-x2/2-x3/(3(1-x))<log(1-x)<-x,从而,0<R(x)<3-1nφ3(x)(1-φ(x))。因此,有:

|hλ(n,x)|<|-nφ(x)-2-1nφ2(x)+e-x|+R(x)。 (9)
对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,则φ(x)<φ(-cb1

/2
n )=1-F(bn-cλ-1b1/2n )<c0<1,其中c0 是一个常

数并且0<c0<1,并且:

0<R(x)< 1
3(1-c0)

(1-F(anx+bn))3
1-F(bn) =(3(1-c0))-1exp(-3x-2λbn)<(3(1-c0))-1exp(-2λbn+3cb1/2n )<1。

(10)
同理,对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,则

|-nφ(x)-2-1nφ2(x)+e-x|=2-1nφ2(x)<2-1exp(-λbn+2cb1/2n )<1。 (11)
所以,对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,由(9)~(11)式,可得|hλ(n,x)|<2一致成立。
引理4 设r>0,0<c<1,对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,

xreλbn eλbn(Fn(anx+bn)-Λ(x))-k(x)Λ(x[ ])
被与n独立的可积函数控制。

证明 由引理3可得,对于充分大的n,则有

eλbn eλbn(Fn(anx+bn)-Λ(x))-k(x)Λ(x[ ])<eλbn eλbnhλ(n,x)-k(x[ ])Λ(x)+
e2λbnh2

λ(n,x)[2-1+exp(|hλ(n,x)|)]Λ(x)<eλbn eλbnhλ(n,x)-k(x[ ])Λ(x)+e2λbnh2
λ(n,x)(2-1+e2)Λ(x),

其中,hλ(n,x)=nlogF(anx+bn)+e-x。
下面,只证明eλbn(eλbnhλ(n,x)-k(x))被c1e-3x控制。注意到:

eλbn[eλbnhλ(n,x)-k(x)]=e2λbn[-nφ(x)-2-1nφ2(x)+e-x-e-λbnk(x)]-e2λbnR(x), (12)

其中nlogF(anx+bn)=-nφ(x)-2-1nφ2(x)-R(x),φ(x)=1-F(anx+bn),0<R(x)< nφ3(x)
(3(1-φ(x))

,并且对

于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,则φ(x)<1-F(bn-cλ-1b1/2n )<c0<1,从而,对于充分大的n和所有的x>-
cb1/2n ,由(10)式可得,

e2λbnR(x)<3-1(1-c0)-1e2λbnexp(-3x-2λbn)=3-1(1-c0)-1exp(-3x)=c1e-3x。 (13)
其中,c1 是一个常数并且0<c1<1。

由(2),(3)式可得,

e2λbn[-nφ(x)-2-1nφ2(x)+e-x-e-λbnk(x)]=

e2λbn -1-F
(anx+bn)

1-F(bn) -
(1-F(anx+bn))2
2(1-F(bn)) +e-x+12e

-2xe-λbé

ë
êê

ù

û
úún =0。 (14)

由(12)~(14)式可得,对于充分大的n和所有的x>-cb1/2n ,则eλbn(eλbnhλ(n,x)-k(x))<c1e-3x。

3主要结论的证明

证明(定理1) 由(7)式,当n→∞时,可得

hλ(n,x)→0且 ∑
∞

i=3

hi-3
λ (n,x)
i! <exp(|hλ(n,x)|)→1。 (15)

再由引理1、(7)式和(15)式,可得

eλbn eλbn(Fn(anx+bn)-Λ(x))-k(x)Λ(x[ ])=eλbn eλbn(exp(hλ(n,x))-1)-k(x[ ])Λ(x)=

eλbn(eλbnhλ(n,x)-k(x))+e2λbnh2
λ(n,x)2-1+hλ(n,x)∑

∞

i=3

hi-3
λ (n,x)
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û
úú! Λ(x)→ (w(x)+2-1k2(x))Λ(x)。

证毕

证明(定理2) 对于r≥4,由分部积分法可得:

∫
+∞

-∞
xr-1e-3xΛ(x)dx=(r-1)(r-2)mr-3-3(r-1)mr-2+2mr-1 (16)

并且:
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 ∫
+∞

-∞
xr-1e-4xΛ(x)dx=-(r-1)(r-2)(r-3)mr-4+6(r-1)(r-2)mr-3-11(r-1)mr-2+6mr-1。 (17)

由类似于文献[13]中(4.6)式的证明方法可得:

mr(n)-mr=-r∫
+∞

-∞
xr-1(Fn(anx+bn)-Λ(x))dx。 (18)

由(16)~(18)式和引理2~4以及控制收敛定理,当n→∞时,则

eλbn[eλbn(mr(n)-mr)-2-1re-xmr-1]=-r∫
-cb1

/2
n

-∞
eλbn[eλbnxr-1(Fn(anx+bn)-Λ(x))-xr-1k(x)Λ(x)]dx-

r∫
+∞

-cb1
/2

n
eλbn[eλbnxr-1(Fn(anx+bn)-Λ(x))-xr-1k(x)Λ(x)]dx→-r∫

+∞

-∞
(w(x)+2-1k2(x))xr-1Λ(x)dx=

1
8r
(r-1)(r-2)(r-3)mr-4-512r

(r-1)(r-2)mr-3-38r
(r-1)mr-2-112rmr-1。 证毕
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AsymptoticExpansionoftheDistributionandMomentofExtremefromExponentialDistribution
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Abstract:Inthispaper,theasymptoticbehaviorsofthedistributionandmomentofnormalizedmaximaforexponentialdistribution
arestudied.Undertheoptimalnormingconstants,theasymptoticexpansionsofthedistributionandmomentofnormalizedmaxima
forexponentialdistributionarederived.Theseexpansionscanbeusedtodeducetheconvergencerateofthedistributionandmoment
ofnormalizedmaximatothedistributionandmomentofthecorrespondingextremevalue.
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