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摘要:设群G有p -可解正规子群H 且满足G/H 为p -超可解群。证明:1)若 H 的Sylowp -子群P 的极大子群在G 中次

正规,则G是p -超可解;2)若Op′(H)的极大子群包含于Fp(H)中且在G中次正规,则G是p -超可解群。
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本文的术语和符号都是采用标准的,群是指有限群。
有限群的研究中,可解性和非可解性历来是研究者喜欢研究的性质。利用次正规的性质研究群的p -超可

解。上个世纪30年代末,Wielandt的一篇关于次正规子群的文章[1],在讨论那种存在合成群列的群时,首先便

对次正规性做了深刻的研究。近几十年来,对这重要子群特性的研究又有了新的成果[2-4]。也对次正规性进行

研究。具体地说,从有限群的Sylowp -子群出发,研究其极大子群的次正规性,从而得出有限群p -超可解性。

1定义及引理

定义1[5] 设G 是群,H 是G 的子群,则H 是G 的次正规子群,并记作H◁◁G,如果H 在G 的某个次正

规群列中出现。
引理1[6] 设G 是群。则:1)若H◁◁G,M≤G,则H∩M◁◁M;2)若N◁G,且H◁◁G,则HN/N◁◁

G/N。
引理2[7] 设G 是群,M<·G,G 的正规p -子群P 满足G=PM,其中 G 有素因子p,则:1)P∩M◁G;

2)若p>2并且P 的极小子群在G 中正规,则 G∶M =p。
引理3[5] 设G 是有限群,H◁◁G,K◁◁G,则<H,K>◁◁G。

引理4[7] 设 G 是π -可分群,G=G/Oπ′(G)。则 CG(Oπ(G))≤Oπ(G)。特别地,若 Oπ′(G)=1,则
CG(Oπ(G))≤Oπ(G)。

引理5[7] 设G 是群,1≠H◁G 且H∩φ(G)=1。则F(G)是G 的含于F(G)的极小正规子群的直积。

2主要结果

定理1 设G 是群,H 是G 的p -可解正规子群使得G/H 为p -超可解。若 H 的Sylowp -子群P 的极大子

群在G 中次正规,则G 是p -超可解。
证明 设G 是极小反例。则

1)Op′(G)=1。

若N=Op′(G)≠1。设G=G/N,H=HN/N,P=PN/N∈Sylp(H),P1<·P,P1=P1N/N,则P1<·P。

因 H 是G 的p -可解正规子群,故 H 的商群H=HN/N 为p -可解正规子群。又因G/H 为p -超可解,则G/H≅
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G/HN 为p -超可解。因为P1◁◁G,由引理1,P1◁◁G。于是G满足定理的条件。由G 之极小性知G为p -超可

解群,故G 也为p -超可解群,矛盾。

2)Op(H)·◁G,G/Op(H)为p -超可解且Op(H)不小于或等于φ(G)。
因为 H 为p -可解,故Op′(H)≠1或Op(H)≠1。利用1),有Op(H)≠1。设 N·◁G 且N≤Op(H),

P1<·P,则G=G/N,P=P/N∈Sylp(H),P1=P1/N<·P,显然G/H≅G/H 为p -超可解,其中H=H/N。

由于P1◁◁G,由引理1,P1◁◁G。由上可知,G满足归纳条件,从而可知G是p -超可解群。因N≤G,N·<Op

(H)且N 是Op(H)中唯一的极小正规子群,N 不小于或等于φ(G)。故有M<·G 使得G=NM 且N∩M=1。
由引理2,Op(H)∩M◁G,故Op(H)∩M=1,N=Op(H)。
3)导出矛盾。
在2)中N=Op(H)。根据2)存在G 的极大子群M 满足G=NM 且N∩M=1。如果P∩M=P,矛盾。因

为Op(H)∩M=1,故只有P∩M<P,于是可以取P 的极大子群为P1,且P∩M≤P1<·P。因为P1 是G 的

次正规子群,故P1◁◁G。
若P 只有一个极大子群P1,则P 为循环群,故 N 为初等交换循环群,即 N =p。类似地,可得G 是

p -超可解群,矛盾。若P 至少有两个不同的极大子群,则P 为非循环群。
考虑Op(G),如果N 不小于或等于Op(G),因为 NOp(G)/Op(G)·◁G/Op(G),而G/Op(G)为p -群,

N≅NOp(G)/Op(G),因为p -群的极小正规子群的阶为p,故N 为p阶循环群。由2)知G为p -超可解群。矛盾。
所以只能有N≤Op(G)。设 Hp 为H 的Sylowp -子群,其中 Hp=P,故 N≤Hp。取G 的Sylowp -子群

Gp,使得 Hp≤Gp,Gp 的极大子群Q1 使得Mp≤Q1。由文献[8]定理1的证明过程可知,R=Q1∩Hp 为Hp 的极

大子群。因R 在G 中次正规,故存在R,RM1,RM2,…,RMs,RMs+1=RM 为G 的一个次正规群列的一部分。若

RM=G,Q∈Sylq(G),q≠p,则 Q∩P1M1∈Sylq(M1),Q∩P1M2∈Sylq(M2),…,Q∩P1M∈Sylq(M),即
Q∩M∈Sylq(M),则Q∩M=Q,可推出Q≤M。进一步Op(G)≤M,即N≤M,矛盾。若RM=M,则R≤M。由

于G=MN=MHp 及R 是 Hp 的极大子群,N = G∶M = Hp∶Hp∩M = Hp∶R =p(若 N =
G∶M = Hp∶Hp∩M = Hp∶Hp =1,则G=NM=M 与M 的极大性矛盾),从而N 为p 阶循环群,得G
为p -超可解群,矛盾。 证毕

定理2 设群G 有p -可解正规子群H 且满足G/H 为p -超可解群。若Op′(H)的极大子群包含于Fp(H)中
且在G 中次正规,则G 为p -超可解群。

证明 设群G 是极小阶反例。则

1)Op′(G)=1。

首先证明,Op′(H)=1。若不然,T=Op′(H)≠1,考虑G=G/T。显然,G/H≅G/H 为p -超可解,其中

H=H/T。现在,Op′(H)=1且Fp(H)=Fp(H)/T。设M/T<·Fp(H),则T≤M<·Fp(H)。因为M◁◁

G,由引理1,M/T◁◁G/T。这样G满足定理的条件,G 之极小性蕴含G为p -超可解,故G 亦然,矛盾。

现在证明,Op′(G)=1。假如R=Op′(G)≠1,考虑G=G/R。易见G/H≅G/HR为p -超可解,其中H=HR/R。

利用Op′(H)=1,得到Fp(H)=Op(H),故Fp(H)=Fp(H)R/R。设P1=P1R/R<·Fp(H)。可设P1<·Fp

(H)。既然P1◁◁G,由引理1,P1R/R◁◁G/R。G 的选择推出G为p -超可解,从而G 也是p -超可解,矛盾。

2)H∩φ(G)=1。

为方便,记L=H∩φ(G)。如果L≠1,考虑商群G=G/L。利用文献[9]的定理3.5知,F(H/L)=F(H)/L,
所以F(H/L)=Op(H)/L。另外,若记K/L=Op′(H/L)且设S是K 的Hallp′-子群,则有K=SL且由Frat-
tini论断,G=KNG(S)=LNG(S)=NG(S)。因而S◁G。所以S=1而Op′(H/L)=1。这就得到Fp(H/L)=
Op(H/L)=Op(H)/L=Fp(H)/L。若P1/L<·Fp(H/L),则P1<·Fp(H)。因为P1◁◁G,所以由引理1,

P1/L◁◁G/L。由G 的极小归纳假设,G是p -超可解群。从而得出G 也为p -超可解群,矛盾。
3)最后的矛盾。
由于Op′(G)=1,H 为p -可解群,由引理4,CH(Op(H))≤Op(H)。现在φ(H)=1,由文献[8]的定理1

知,F(H)=Op(H)是非平凡初等交换p -群,从而CH(F(H))=F(H)。
现在断言G 的含于Op(H)的极小正规子群都是循环的。
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取N·◁G 且N≤Op(H)。因为 H∩φ(G)=1,存在G 的极大子群M 满足G=NM 且N∩M=1。如果

P∩M=P,矛盾。故只有P∩M<P,于是可以取P 的极大子群为P1,且P∩M≤P1<·P。因为P1 是G 的次

正规子群,故P1◁◁G。
若P 只有一个极大子群P1,则P 为循环群,故N 为初等交换循环群,即 N =p。若P 至少有两个不同的

极大子群,则P 为非循环群。考虑Op(G),如果N 不小于或等于Op(G),因为NOp(G)/Op(G)·◁G/Op(G),
而G/Op(G)为p -群,N≅NOp(G)/Op(G),因为p -群的极小正规子群的阶为p,故N 为p 阶循环群。

所以只能有N≤Op(G)。设 Hp 为H 的Sylowp -子群,其中 Hp=P,故 N≤Hp。取G 的Sylowp -子群

Gp,使得 Hp≤Gp,Gp 的极大子群Q1 使得Mp≤Q1。由文献[8]定理1的证明过程可知,R=Q1∩Hp 为Hp 的极

大子群。因R 在G 中次正规,故存在R,RM1,RM2,…,RMs,RMs+1=RM 为G 的一个次正规群列的一部分。若

RM=G,Q∈Sylq(G),q≠p,则 Q∩P1M1∈Sylq(M1),Q∩P1M2∈Sylq(M2),…,Q∩P1M∈Sylq(M),即
Q∩M∈Sylq(M),则Q∩M=Q,可推出Q≤M。进一步Op(G)≤M,即N≤M,矛盾。若RM=M,则R≤M。由

于G=MN=MHp 及R 是 Hp 的极大子群,N = G∶M = Hp∶Hp∩M = Hp∶R =p(若 N =
G∶M = Hp∶Hp∩M = Hp∶Hp =1,则G=NM=M 与M 的极大性矛盾),从而N 为p 阶循环群。

现在由引理5,设Ni 是G 的p 阶正规子群,F(H)=N1×…×Nr,i=1,2,…,r,Aut(Ni)的一个子群同构于

商群G/CG(Ni),从而可知G/CG(Ni)是交换群。又因G/H 为p -超可解群,G/HG(Ni)=G/CH(Ni)为p -超可

解。所以G/(∩r
i=1CH(Ni))为p -超可解。事实上,有G/F(H)为p -超可解,因为∩r

i=1CH(Ni)=CH(F(H))=
F(H)。但G 在F(H)下的主因子皆为p阶循环群,故G 为p -超可解。这是最后的矛盾。 证毕
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