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窗口能力不等、输入率可变且有差错服务的

M/M/2排队模型研究
*

冀 云

(重庆电子工程职业学院 应用电子学院,重庆401331)

摘要:主要研究了窗口能力不等、有差错服务且输入率可变的 M/M/2排队模型。设顾客到达系统的时间间隔服从参数

为λ的指数分布,二服务窗对顾客的服务时间分别服从参数为μ1 和μ2 的指数分布且与顾客到达时间间隔相互独立,当

系统队长为k时,顾客进入系统同时排队等待的概率为αk=1k
,窗口提供正确服务、不出差错概率为γk= k

ka+1
。基于排

队系统的状态转移图推导出了K氏方程,同时考虑正则性条件,求得系统队长的平稳分布以及主要指标。
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在人们日常生活和工作中随处可见各种排队的情况,如超市收银、银行办理业务、医院就诊等。现实生活中

的许多排队现象,由于存在服务人员熟练程度、设备、环境等因素的差异,各服务窗的服务能力往往不是完全相

等的[1-2]。假设排队系统已经存在多名等待服务的顾客,此时新到达系统的顾客就会考虑此服务的重要性及紧

迫性,犹豫是否加入系统排队等候,因此顾客在遇到以上情况时是否加入排队系统等待存在一定不确定性,即该

系统的输入率是可变的;并且随着队长的不断增加,窗口服务人员一般会产生急躁情绪从而影响工作状态,那么

服务出现出差错的概率也必定随之加大。文献[3-6]分别讨论了一些输入率可变的排队模型,文献[7-8]讨论了

具有差错服务的排队模型,文献[9-10]讨论了几类窗口能力不等的排队模型。本文提出并研究了一类输入率可

变、窗口能力不等且有差错服务的M/M/2排队模型,与实际情况更接近。

1模型假设

本文提出的排队模型存在如下假设:

1)系统提供n=2个服务窗口,两个窗口服务独立,系统具有无限容量,顾客到达系统时间间隔服从参数为

λ的指数分布;

2)顾客加入队列排队等待的概率为αk(0<αk≤1),其中k为队长,当k≥2时,考虑当前队长越长,顾客加入

队列等待的概率越小,设新来的顾客以概率αk=1k
加入队列。且随着系统队长的增加,服务人员由于情绪急躁,

出差错的可能性越大,正确服务的概率会下降,设服务台进行正确服务的概率为γk(0<γk≤1),此时服务率为

μγk,其中k为队长,γk= k
ka+1

,其中a>1且为实数。约定当k<2时,αk=1,γk=1,可见当k→∞时,αk→0同时

γk→0(取决于a的取值)。

3)两个服务窗口对顾客的服务时间分别服从参数为μ1 和μ2 的指数分布;当顾客到达系统时,两窗口都无

顾客接受服务,则顾客可任选一窗口接受服务,假设顾客以概率φ(0<φ<1)选择1号窗口,那么就会以概率1-

φ选择2号窗口,且此时系统只有一个等待队列。将系统中仅有一名顾客且在2号窗口接受服务记为01状态,
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系统中只有一名顾客且在1号窗口接受服务为10状态。若有两名顾客分别在两窗口接受服务,则系统服务率

μ=μ1+μ2。设μ1=μ10,μ2=μ20,其中μ10,μ20>0且为常数。

4)顾客到达系统时间与接受服务时间相互独立。

2数学模型

设X(t)为时刻t系统中的顾客数,则{X(t),t≥0}是以I={0,1,2,3,…}为状态空间的生灭过程(证明过程

与文献[3]类似),其中生率λk=
λ,k=0,1
λ
k
,k≥

ì

î

í
ïï

ïï 2
,灭率μ(k)=

I1μ10+I2μ20,k=1,2
k

ka+1μ
,k>

ì

î

í

ïï

ïï 2
,其中I1=1表示1号窗口忙,否

则I1=0,同理I2=1表示2号窗口忙,否则为0,则系统状态转移图为图1。

图1 输入率可变、窗口能力不等且有差错服务的M/M/2排队模型状态流图

3平稳分布

定理 记Pk(t)=P{X(t)=k},Pk=lim
t→∞

Pk(t),则{X(t),t≥0}存在平稳分布

Pk=
ρk-1βP0,0<k≤2,

2(ka+1)[(k-1)a+1]…(3a+1)
k! (k-1)! ρk-1βP0,k>2

ì

î

í

ïï

ïï ,

P0= 1+β+ρβ+∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
k! (k-1)! ρk-1{ }β

-1
,

其中ρ=
λ
μ
,β=

λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20
(2ρ+1)μ10μ20

。

证明 由状态转移图可列出在平衡状态下的K氏代数方程:
对0状态:

λP0=μ10P10+μ20P01; (1)
对01状态:

(1-φ)λP0+μ10P2=(μ20+λ)P01; (2)
对10状态:

φλP0+μ20P2=(μ10+λ)P10; (3)
对2状态:

λP01+λP10+ 3μ
3a+1P3= μ+

λæ

è
ç

ö

ø
÷

2 P2; (4)

对3状态:

λ
2P2+ 4μ

4a+1P4= 3μ
3a+1+

λæ

è
ç

ö

ø
÷

3 P3; (5)

……

对m-1状态:λ
m-2Pm-2+ mμ

ma+1Pm=
(m-1)μ
(m-1)a+1+

λ
m

é

ë
êê

ù

û
úú-1Pm-1;
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对m 状态:λ
m-1Pm-1+

(m+1)μ
(m+1)a+1Pm+1= mμ

ma+1+
λæ

è
ç

ö

ø
÷

m Pm;

对m+1状态:λ
mPm+

(m+2)μ
(m+2)a+1Pm+2=

(m+1)μ
(m+1)a+1+

λ
m

é

ë
êê

ù

û
úú+1Pm+1;

……
将(2)式乘以μ20,减去(3)式乘以μ10,得

(1-φ)λμ20P0-φλP0μ10=(μ20+λ)μ20P01-(μ10+λ)μ10P10, (6)
将(1)式乘以λ+μ10,得

(λ+μ10)λP0=(λ+μ10)μ10P10+(λ+μ10)μ20P01, (7)
将(6),(7)两式相加,且有μ=μ10+μ20,得(λ+μ-μφ)λP0=(2λ+μ)μ20P01,由此解得

P01=
(λ+μ-μφ)λ
(2λ+μ)μ20

P0=
(ρ+1-φ)λ
(2ρ+1)μ20

P0,

其中ρ=
λ
μ
。

将(6)式两边乘以(-1),得:

-(1-φ)λμ20P0+φλP0μ10=-(μ20+λ)μ20P01+(μ10+λ)μ10P10, (8)
由(1)×(λ+μ20),得:

(λ+μ20)λP0=(λ+μ20)μ10P10+(λ+μ20)μ20P01。 (9)
(8)式加上(9)式,得(λ+μφ)λP0=(2λ+μ)μ10P10。解得

P10=
(λ+μφ)λ
(2λ+μ)μ10

P0=
(ρ+φ)λ
(2ρ+1)μ10

P0,

P1=P01+P10=
(ρ+1-φ)λ
(2ρ+1)μ20

P0+
(ρ+φ)λ
(2ρ+1)μ10

P0=
λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20

(2ρ+1)μ10μ20
P0。

记λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20
(2ρ+1)μ10μ20

=β,则

P1=P01+P10=βP0, (10)
将(2),(3)式相加,再利用(1),(6)式,得μP2=λ(P10+P01)=λP1。于是得到

P2=λ
μ
P1=ρP1=ρβP0。 (11)

将(11)式代入(4)式

P3=3
a+1
3×2ρP2=3

a+1
6 ρ2βP0, (12)

将(12)式代入(5)式,有P4=4
a+1
12ρP3=

(4a+1)(3a+1)
12×6 ρ3βP0。以此类推,有

Pm=
(ma+1)
m(m-1)ρPm-1=

(ma+1)[(m-1)a+1]…(3a+1)
m[(m-1)(m-2)…3]22 ρm-1βP0。

综上可得系统平稳分布如下:

Pk=
(ka+1)[(k-1)a+1]…(3a+1)

k[(k-1)(k-2)…3]22 ρk-1βP0=2
(ka+1)[(k-1)a+1]…(3a+1)

k! (k-1)! ρk-1βP0。

由正则性∑
∞

k=0
Pk=1,有P0+P1+P2+∑

∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
k! (k-1)! ρk-1βP0=1。 故

P0= 1+β+ρβ+∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
k! (k-1)! ρk-1{ }β

-1
。 证毕

4主要指标

根据得到的系统平稳分布,可推导出如下系统主要指标。

1)系统的平均队长Ls。
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Ls=P1+P2+∑
∞

k=3
kPk=βP0+ρβP0+∑

∞

k=3
k2
(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)

k! (k-1)! ρk-1βP0=

1+ρ+∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
[(k-1)! ]2 ρk-{ }1 βP0;

2)系统的平均等待队长Lq。

Lq=∑
∞

k=3

(k-2)Pk=∑
∞

k=3

(k-2)2
(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)

k! (k-1)! ρk-1βP0=

∑
∞

k=3

(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
k! (k-1)(k-3)…3 ρk-1βP0;

3)系统损失概率P损。

P损 =∑
∞

k=3

(1-αk)Pk=∑
∞

k=3

(k-1)Pk

k =∑
∞

k=3

2(k-1)(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
(k! )2 ρk-1βP0;

4)顾客加入队列的概率Q=1-P损 =∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
(k! )2 ρk-1βP0;

5)系统在单位时间内平均损失顾客数H损 =λP损 =λ1-∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
(k! )2 ρk-1βP{ }0 ;

6)系统在单位时间内平均进入顾客数 H=λQ=λ∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
(k! )2 ρk-1βP0。

5实例分析

设某营业厅有2个服务台,1号服务员给一名顾客办理完业务需要1分钟,2号服务员需要2分钟;当系统中

顾客总人数k>2时,服务台对顾客进行正确服务的概率为 k
k1.1+1

,服务时间服从指数分布。顾客按平均每分钟

3人的泊松流到达,当顾客人数k≥2时,新来的顾客加入队列等待服务的概率为1
k
,设顾客选择1号服务台服务

的概率φ=50%,试求出该系统相应的目标参量。

解 根据题意知λ=3,μ10=1人/min,μ20=0.5人/min,则β=
λ2+λ(1-φ)μ10+λφμ20

(2ρ+1)μ10μ20
=4.5,ρ=

λ
μ
=

3
1+0.5=2

。

根据以上条件可求得以下系统主要目标参量:

P0≈0.025,Ls= 1+ρ+∑
∞

k=3

2(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
[(k-1)! ]2 ρk-{ }1 βP0 ≈2.53(人),

Lq=∑
∞

k=3

(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
k! (k-1)(k-3)…3 ρk-1βP0 ≈0.93(人),

P损 =∑
∞

k=3

2(k-1)(ka +1)[(k-1)a +1]…(3a +1)
(k! )2 ρk-1βP0 ≈0.45,Q=1-P损 ≈0.55。

6总结

本文探讨了窗口能力不等、输入率可变且有差错服务的M/M/2排队模型,同时基于系统的状态转移图列出

K氏方程,结合正则性条件,求得系统队长的平稳分布以及系统主要指标。当取γk=1,μ10=μ20时,本模型即为

可变输入率的M/M/1排队模型;取γk=1,αk=1时,本模型为窗口能力不等的多服务窗排队模型;当取γk=1,

μ10=μ20,αk=bk(0<b<1)时,本模型为输入率呈指数变化的 M/M/1排队模型,本文从某种意义上将文献[1,5]
的结果进行了推广。为了与实际情况更接近,还可以考虑系统服务窗口数n>2的情况,此种情形下推导过程比

较繁琐,这里不再赘述。
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M/M/2QueuingModelwithVariableInput,WrongServiceandDifferentAbilityoftheWindows

JIYun
(CollegeofAppliedElectronic,ChongqingCollegeofElectronicEngineering,Chongqing401331,China)

Abstract:ThispaperdiscusstheM/M/2queuingmodelwithvariableinput,wrongserviceanddifferentabilityofthewindows.

Supposethecustomers’arrivaltimeintervalobeystheexponentialdistributionwithparameterλ,the2windows’servicetimeobeys

theexponentialdistributionwithparameterμ1andμ2andismutuallyindependentwiththeintervalofcustomers’arrivaltime.Sup-

posethattheprobabilityofcustomersjoiningthesystemisαk=1k
,considertherightprobabilityofserviceisγk= k

ka+1.According

tothestatetransitiongraphandK’sequations,findthesteadydistributionandthemainspecificationsofthesystem.

Keywords:queuingsystem;variableinputrate;wrongservicerate;differentserviceabilityofthewindows
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