
 2016年1月 重庆师范大学学报(自然科学版) Jan.2016
第33卷 第1期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.33 No.1

 DOI:10.11721/cqnuj20160104

具有随机效应的SIRI传染病模型的定性分析
*

雷 桥,杨志春

(重庆师范大学 数学学院,重庆401331)

摘要:研究了具双线性传染率的随机SIRI传染病模型的动态行为。首先,利用随机微分方程理论构造 V函数,结合伊藤

公式等方法,给出了随机SIRI传染病模型解的存在唯一性。然后,给出了随机模型平衡点稳定性和振荡性质,即当基本

再生数小于等于1时,随机模型的无病平衡点是全局随机渐近稳定的,当基本再生数大于1时,随机模型的解围绕确定性

模型的地方病平衡点是随机振荡。
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传染病一直是人类健康的公敌,对其发病机理和传染规律的研究是关乎国计民生的重大问题,具有非凡的

意义。为了预防和控制疾病的传播,利用微分方程建立传染病的数学模型并进行定性和定量分析是一种重要方

法。通常的研究主要是针对确定性模型,但传染病的传播和发病过程受到外界随机干扰是不可避免的,近年来,
不少学者建立了随机模型来研究传染病的动力学态。如Gray [1]等人考虑了随机SIS模型,获得了其解的全局

存在唯一性,并获得了在持久性情况下解的平稳分布;Tornatore[2]等人考虑接触率系数受到白噪声影响的随机

SIR模型,讨论了无时滞和有时滞情况下的无病平衡点的稳定性。据作者所知,现有文献[3-9]主要研究SIS,SIR,

SIRS等随机传染病模型,但对具有随机效应的SIRI模型的研究几乎未见报道。
本文将在Tudor[10]建立的确定性SIRI模型基础上,给出接触率系数受到白噪声影响的随机SIRI模型,通

过构造V函数并结合伊藤公式等方法,获得了随机SIRI传染病模型解的存在唯一性、无病平衡点和地方病平衡

点的渐近行为,从而显示随机扰动对模型的影响。

1模型建立

1990年,Tudor[10]提出SIRI传染病模型如下:

dS
dt=b-λSI-μS

,

dI
dt=λSI-

(μ+γ)I+αR,

dR
dt=γI-

(α+μ)R

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(1)

其中S为易感人群数量,I为已感人群数量,R 为恢复人群数量,b表示出生率,μ表示死亡率,γ为恢复率,α为免

疫失去率,λ是S 和R 之间的转移常数,这里b,μ,γ,α,λ都为正常数。

利用确定性模型(1)的基本再生数R0= λb(α+μ)
(α+γ+μ)μ2

,已有如下结论(参见Tudor[10]和Guo[11]):

i)当R0≤1时,系统(1)仅有无病平衡点E0= b
μ
,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 ,且平衡点E0 全局渐近稳定;

ii)当R0>0时,系统(1)还有地方病平衡点E1=(S1,I1,R1),且平衡点E1 全局渐近稳定,这里
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S1=
(α+γ+μ)μ
λ(α+μ)

,I1=λb
(α+μ)-(α+γ+μ)μ2

λ(α+γ+μ)μ
,

R1=λb
(α+μ)γ-γ(α+γ+μ)μ2
λ(α+μ)(α+γ+μ)μ

。

本文考虑模型(1)中,环境白噪声对接触率系数λ的随机扰动,即λ变为λ+σB
·
(t),从而建立随机SIRI模型

如下:

dS=(b-λSI-μS)dt-σSIdB(t),

dI=[λSI-(μ+γ)I+αR]dt+σSIdB(t),

dR=[γI-(α+μ)R]dt

ì

î

í

ïï

ïï ,
(2)

其中B(t)是定义在完备概率空间上的标准布朗运动,σ为布朗运动的干扰强度。

2随机模型(2)的全局存在唯一性

借助于 Mao[12]的主要思想,获得了模型(2)对应任意给定初值的正解存在唯一性。
定理1 对于任意给定的初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+,模型(2)存在唯一解(S(t),I(t),R(t))∈R3+,t≥0,

a.s.。
证明 由于模型(2)局部Lipschitz连续性,对任给初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+,模型(2)存在唯一的局部

解(S(t),I(t),R(t)),t∈[0,τe),τe 是爆破时间。下只需证明τe=∞a.s.。
对任给初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+,则存在足够大的正整数k0,使得S(0),I(0),R(0),均在区间

1
k0
,ké

ë
êê

ù

û
úú0 内部,对所有的正整数k≥k0 定义停时(本文中规定inf∅=∞,∅为空集),

τk=inft∈[0,τe):min{S(t),I(t),R(t)}≤1kormax
{S(t),I(t),R(t)}≥{ }k 。 (3)

显然,τk 随着k的增大单调增加且有界。不妨设τ∞=lim
k→∞

τk,用反证法证明τ∞=∞a.s.。

假设τ∞<∞,则存在两个常数T(T>0)和ε(0<ε<1),使得P{τ∞≤T}>ε。因此,存在正整数k1≥k0,使得

P{τk≤T}≥ε,∀k≥k1。

定义函数V(S,I,R)= S-a-alnSæ

è
ç

ö

ø
÷

a +(I-1-lnI)+(R-1-lnR),a∈R+,由于对∀x>0,有x-1-

lnx≥0,则V 是一个非负函数。由伊藤公式可得

dV= 1-aæ

è
ç

ö

ø
÷

S
[(b-λSI-μS)dt-σSIdB(t)]+ 1-

1æ

è
ç

ö

ø
÷

I
{λ[-(γ+μ)I+αR]dt+σSIdB(t)}+

1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

R γ[-(α+μ)R]dt+
σ2(aI2+S2)

2 dt≤[b+(a+2)μ+γ+α+(λλ-μ)I+
σ2(aI2+S2)é

ë
êê

ù

û
úú2 dt+σ(aI-S)dB(t)。

由于在t∈[0,τe)内,对任给初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+,模型(2)存在唯一的局部解(S(t),I(t),R(t)),将
随机模型(2)的3个式子相加可得

d(S+I+R)=[b-μ(S+I+R)]dt。 (4)
根据停时的定义,在[0,t)(其中t∈(0,τk∧T))内对(4)式进行积分整理可得

S(t)+I(t)+R(t)=b
μ
-e

-μt[b-μ(S(0)+I(0)+R(0))]
μ

。

若b-μ(S(0)+I(0)+R(0))≥0,则S(t)+I(t)+R(t)≤b
μ
;若b-μ(S(0)+I(0)+R(0))<0,则S(t)+

I(t)+R(t)≤S(0)+I(0)+R(0);令M1=maxb
μ
,S(0)+I(0)+R(0{ }),则S(t)+I(t)+R(t)≤M1,M1 是与k

无关的常数。取a=μ
λ
,则λa-μ=0,令M=b+ μ

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷+2μ+λ+α+

σ2M2
1(λ+μ)
2λ

,则

dV≤Mdt-σ1(S-a)dB1(t)-σ2(I-1)dB2(t)-σ3(R-1)dB3(t)。 (5)
对(5)式取0到τk∧T 内的积分并取期望可得

E[V(S(τ∧T),I(τk∧T),R(τk∧T))]≤V(S(0),I(0),R(0))+MT。
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令Ωk={τk≤T},则P(Ωk)≥ε,对∀ε∈Ωk,由停时定义可知S(τk,ω),I(τk,ω),R(τk,ω)中至少有一个等于k

或者1
k
,那么

V(S(τk,ω),I(τk,ω),R(τk,ω))≥mink-1-lnk,k-μ
λ 1+lnλkæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
,1
k-1-ln

1
k
,1
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μ
λ 1+lnλ

k
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }μ
。

所以 V(S(0),I(0),R(0))+MT≥E[IΩkV(S(τk∧T),I(τk∧T),R(τk∧T)]≥

εmink-1-lnk,k-μ
λ 1+lnλkæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
,1
k-1-ln

1
k
,1
k-

μ
λ 1+lnλ

k
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }μ
,

其中IΩk
是Ωk 的示性函数。当k→∞时,可得V(S(0),I(0),R(0))+MT≥∞,矛盾。故假设不成立,从而有

τe=∞a.s.。 证毕

从定理1看出无论白噪声的强度σ有多大,随机模型(2)对任给的正初值几乎必然存在唯一的全局正解,同
时由爆破时间为τe=∞a.s.可得出这个正解是几乎必然有界的,即对任意的t≥0,S(t)+I(t)+R(t)≤M1a.s.。

3模型(2)无病平衡点的渐近稳定性

易知,确定性模型(1)的无病平衡点E0 也是随机模型(2)无病平衡点,本节主要讨论随机模型(2)无病平衡

点E0 的渐近稳定性。

定理2 如果R0≤1,则随机模型(2)的无病平衡点E0
b
μ
,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 是全局随机稳定的。

证明 设(S(t),I(t),R(t))是随机模型(2)对应任意给定的初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+的正解。令x1=

S-b
μ
,x2=I,x3=R,则模型(2)即可转化为

dx1= b-λx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
x2-μx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúμ
dt-σx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
x2dB(t),

dx2= λx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
x2-(μ+γ)x2+αx

é

ë
êê

ù

û
úú3 dt-σx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
x2dB(t),

dx3=[γx2-(α+μ)x3]dt

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。

(6)

构造Lyapunov函数:V(x1,x2,x3)=12
(x1+x2+x3)2+a1x2+a2x3(a1,a2 为待定正常数)。利用伊藤公式

dV=LVdt+a1σx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
x2dB(t),

其中 LV=(x1+x2+x3)b-μx1+bæ

è
ç

ö

ø
÷

μ
-μx2-μx

é

ë
êê

ù

û
úú3 +a1 λx1+bæ

è
ç

ö

ø
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μ
x2-(γ+μ)x2+αx

é

ë
êê

ù

û
úú3 +

a2[γx2-(α+μ)x3]=-μ(x1+x2+x3)2+λa1x1x2+
λa1b
μ
-a1(γ+μ)+a2

é

ë
êê

ù

û
úúγx2+

[a1α-a2(α+μ)]x3。

取a1=2μλ
,a2= 2μα

λ(α+μ)
,则LV=-μ(x1+x3)2-μx22-2μx2x3+

2(α+γ+μ)μ2
λ(α+μ)

(R0-1)x2。

由于x2=I(t)>0,x3=R(t)>0,若R0≤1,则LV<0即LV 负定,从而有随机模型(2)的无病平衡点

E0
b
μ
,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 是全局随机渐近稳定的。

从定理2可以看出:当R0≤1时,随机模型(2)的无病平衡点E0
b
μ
,0,æ

è
ç

ö

ø
÷0 是随机全局稳定的,无论白噪声强

度σ有多大,都不影响随机模型(2)的无病平衡点的随机全局稳定性。

4模型(2)地方病平衡点的渐近性质

当R0>0,确定性模型的地方病平衡点E1(S1,I1,R1)是全局渐近稳定的,但对于随机模型(2)而言,E1 可能

不再是其地方病平衡点,本节主要研究随机模型(2)的解在E1 附近的渐近行为。
定理3 当R0>1时,那么
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lim
t→+∞

sup1t∫
t

0

{(S(r)-S1)2+(I(r)-I1)2+(R(r)-R1)2}dr≤σ2(α+2γ+2μ)M2
1I1

λα a.s.,

其中M1=maxb
μ
,S(0)+I(0)+R(0{ }),(S(t),I(t),R(t))是模型(2)满足任给初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+的

正解。
证明 由R0>1,模型(1)存在正平衡点E1(S1,I1,R1),且满足

b-λS1I1-μS1=0,λS1I1-(μ+γ)I1+αR1=0,γI1-(α+μ)R1=0。 (7)

定义正函数:W(S,I,R)=W1+2μαW2+2μ
(α+γ+2μ)

λα W3+ α
α+μ

Wæ

è
ç

ö

ø
÷4 ,其中W1=12

(S-S1+R-R1+I-

I1)2,W2=12
(S-S1+I-I1)2,W3=I-I1-I1lnI

I1
,W4=R-R1-R1lnR

R1
。

利用伊藤公式及(7)式可计算得

LW1=-μ(S-S1)2-μ(I-I1)2-μ(R-R1)2-2μ(S-S1)(I-I1)-2μ(S-S1)(R-R1)-2μ(I-I1)(R-R1),

LW2=-μ(S-S1)2-(μ+γ)(I-I1)2-(2μ+γ)(S-S1)(I-I1)+α(S-S1)(R-R1)+α(I-I1)(R-R1),

LW3=- 1-I1æ

è
ç

ö

ø
÷

I
(λSI-(γ+μ)I+αR)+

1
2σ

2S2I1=λ(S-S1)(I-I1)- αγ
α+μ

(I-I1)+αR-αI1R
I+

1
2σ

2S2I1,

LW4= 1-R1æ

è
ç

ö

ø
÷

R
[γI-(α+μ)R]=γI-(α+μ)(R-R1)-γR1

I
R
。

因此, LW3+ α
α+μ

LW4=λ(S-S1)(I-I1)+2αR1+12σ
2S2I1-αI1R

I-
αγ

α+μ
R1

I
R≤

λ(S-S1)(I-I1)+2αR1+12σ
2S2I1-2α R

II1× γ
α+μ

I
RR1=λ(S-S1)(I-I1)+12σ

2S2I1,

从而有 LW=LW1+2μαLW2+2μ
(α+γ+2μ)

λα LW3+ α
α+μ

LWæ

è
ç

ö

ø
÷4 <

-
(α+2μ)μ

α
(S-S1)2-

(α+2γ+2μ)μ
α

(I-I1)2-μ(R-R1)2+μ
(α+2γ+2μ)σ2S2I1

λα ≤

-
(α+2μ)μ

α
(S-S1)2-

(α+2γ+2μ)μ
α

(I-I1)2-μ(R-R1)2+μ
(α+2γ+2μ)σ2M2

1I1
λα

。

那么,

dW=LWdt+2σμ
(σ+γ+2μ)

λα S(I-I1)dB(t)≤

-
(α+2μ)μ

α
(S-S1)2-

(α+2γ+2μ)μ
α

(I-I1)2-μ(R-R1)2+μ
(α+2γ+2μ)σ2M2

1I1){ }λα dt+

2σμ(α+γ+2μ)
λα S(I-I1)dB(t)。

所以, W(S(t),I(t),R(t))=W(S(0),I(0),R(0))+

∫
t

0

-
(α+2μ)μ

α
(S(r)-S1)2-

(α+2γ+2μ)μ
α

(I(r)-I1)2-μ(R(r)-R1)2+μ(α+2γ+2μ)σ2M2
1I1){ }λα dr+

2σμ(α+γ+2μ)
λα M(t),

其中M(t)=∫
t

0

S(t)[I(t)-I1]dB(t),且lim
t→∞
sup

<M,M>t
t ≤M4

1<∞从而lim
t→∞

M(t)
t =0a.s.。

于是有  lim
t→∞
sup1t∫

t

0

(α+2μ)
α

(S(t)-S1)2+
(α+2γ+2μ)

α
(I(r)-I1)2+(R(r)-R1

2{ })dr≤
σ2(α+2γ+2μ)M2

1I1
λα a.s.。

由于α+2μ
α >1,α+2γ+2μα >1,进一步有lim

t→∞
sup1t∫

t

0

(S(t)-S1)2+(I(r)-I1)2+(R(r)-R1){ }2 dr≤
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σ2(α+2γ+2μ)M2
1I1

λα a.s.。

从定理3可以看出:当R0>1时,随机模型(2)对应任给的初值(S(0),I(0),R(0))∈R3+的正解围绕确定性

模型(1)的地方病平衡点E1(S1,I1,R1)随机振动,白噪声强度σ越小,振幅就越小。

5结语

本文考虑接触率系数λ受到白噪声扰动的随机SIRI模型,获得了随机模型(2)对应任意正初值的正解全局

几乎必然存在唯一性,并获得了:当确定性模型的基本再生数R0≤1时,随机模型的无病平衡点是全局随机渐近

稳定的;确定性模型的基本再生数R0>1时,随机模型的解围绕确定性模型的地方病平衡点是随机振荡。
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TheQualitativeAnalysisofSIRIEpidemicModelwithStochasticEffects

LEIQiao,YANGZhichun
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthispaper,weconsidereddynamicalbehaviorsofStochasticSIRIepidemicmodelwithbi-linearincidencerate.Firstly,

weshowthatthestochasticSIRIepidemicmodelhasauniqueglobalpositivesolutionbyusingItoformula,thatistosaythesolu-
tionofthemodelwillnotexplodetoinfiniteinafinitetime.Inaddition,thestabilityandoscillationisinvestigatedfortheequilibria.
Thatis,thedisease-freeequilibriumofthestochasticmodelisgloballyasymptoticallystableinstochasticmeaningwhenthebasicre-
productionnumberisequalorlesserthanone,andthesolutionisfluctuatearoundtheendemicequilibriumofthedeterministicmod-
elwhenthebasicreproductionnumberisgreaterthanone.
Keywords:stochasticepidemicmodel;SIRI;globalasymptoticstability;oscillation
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