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带有可控加工时间和准备时间的单机排序问题
*
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摘要:为考察资源分配和退化效应对工件排序的影响,在连续可分但不可再生的资源分配下,工件具有可控准备时间和加

工时间的单机排序问题。工件的加工时间是关于退化效应和资源分配的函数,并且在每个工件加工之前,都有一个准备

时间,它是有关资源分配的凸函数。本文给出一个最优算法来求解最小化最大完工时间问题。
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1预备知识

在传统的排序问题中,工件的加工时间为固定的常数值,然而在许多现实应用中,工件的加工时间是变化

的。Browne及Yechiali[1]最先考虑具有一般线性退化效应的排序问题,其中工件的加工时间表示为:

pj=αj+βjsj, (1)

其中αj 是工件Jj 的基本加工时间,βj 是工件Jj 的退化率,sj 是工件Jj 的开始时间。他们表明,将工件按照αj

βj

非递减的顺序排列,可以将最大完工时间最小化。
通过消耗资源来控制工件的加工时间,是一个自然的假设,并且通常用资源消耗函数来描述工件的加工时

间和资源分配量的关系。到目前为止,集中研究两种模型,即线性模型和凸资源函数模型。下面给出的线性资

源消耗函数模型被频繁地使用[2-6]:

pj u( )j =pj-ajuj,0≤uj≤uj≤
pj

aj
, (2)

其中pj 是工件Jj 的非压缩的加工时间,uj 是可以分配给工件Jj 的资源量的上界,uj 是分配给工件Jj 的资源

量,aj 是压缩率。
相比线性模型,下面的凸资源消耗函数模型更流行,并且已在许多文献中进行了研究[7-14]:

pj u( )j =
wj
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其中uj 是分配给工件Jj 的资源量,wj 是工件Jj 的正的负荷量,k是正参数。
在各种实际应用中,工件的加工时间既取决于它的开始时间,又取决于分配到工件的资源量。本文研究带

有凸资源分配函数和连续的非可再生资源的排序模型。连续指的是任何可用资源量可以被分配给任何指定的

工件。本文用下面的模型来分别描述资源分配量与工件的实际加时间及准备时间的关系:
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+bjtj,j=1,2,…,n, (4)

si v( )i = w
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,i=1,2,…,n, (5)

其中wj 是工件Jj 的正的负荷量,uj 是分配给工件Jj 的资源量,bj 是工件Jj 的退化率,tj 是工件Jj 的开始时

间,vi 是运行工件Ji 的准备时间的资源分配量,w 是运行准备时间的正的负荷量,k是正参数。
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本文研究资源分配下工件具有可控加工时间和准备时间的单机排序问题,给出最优算法来求解最小化最大

完工时间。

2问题描述

本文所需的符号,pi u( )i 指工件Ji 的实际加工时间,i=1,2,…,n;si v( )i 为工件Ji 的准备时间,i=1,2,…,

n;bi 为工件Ji 的退化率;ti 为工件Ji 的开始时间;wi 为工件Ji 的正的负荷量;w 为运行准备时间的正的负荷

量;vi 为运行工件Ji 的准备时间的资源分配量;ui 为分配给工件Ji 的资源量;ci 为工件Ji 的完工时间,i=1,2,
…,n;U 为不可再生的资源总量;k为正参数;Cmax为所有工件的最大完工时间。

一组n个不可中断的工件N= J1,J2,…,J{ }n 在0时刻均已到达,在单机上进行加工。工作Ji 的实际加工

时间为pi(ui)= wi
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+biti,i=1,2,…,n,这里ui 是分配给工件Ji 的资源量,wi 是工件Ji 的正的负荷量,bi 是

工件Ji 的正的退化率,ti 是工件Ji 的开始时间,k是正参数。每个工件被加工之前,都有一个准备时间si(vi),

si(vi)= w
v
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,i=1,2,…,n,这里vi 表示分配给工件Ji 的准备时间的资源量。设U 是可用的资源总量,由于工

件所需资源总量不能超过可用的资源总量,因此∑
n

j=1
uj+∑

n

i=1
vi≤U 。

3主要结论

寻求一个具有最佳资源分配方案u=(u1,u2,…,un),v=(v1,v2,…,vn)和最优的工件排序来最小化最大完

工时间。
设工件的加工顺序为π= J[1],J[2],…,J [ ]{ }n ,其中J [ ]r 表示第r个位置的工件。第一个工件的完成时间

显然是c1=s1v[1( )] +p1 u[1( )] =s1v[1( )] + w[1]

u[1

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+b1s1v[1( )] = w[1]

u[1

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+ 1+b( )1
w

v[1

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k
。

第二个工件的完成时间是:

c2=c1+s2v[2( )] +p2 u[2( )] =c1+s2v[2( )] + w[2]
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第三个工件的完工时间是:

c3=c2+s3v[3( )] +p3 u[3( )] =c2+s3v[3( )] + w[3]
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在一般情况下cj=
w[j]

u[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+∑
j

i=1

w[i]

u[i

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

∏
j

l=i+1

(1+bl)+∑
j

i=1

w
v[i

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

∏
j

l=i

(1+bl),j=1,2,…,n。因此,对于给

定的工件排序和资源分配,最大完工时间可以由下面的表达式给出:

Cmax=cn =∑
n
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为了简化上述表达式,定义bn+1=0,并改写Cmax的表达式如下:

Cmax=∑
n
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观察到最优工件排序和最佳资源分配方案必须包含所有可用的资源,即满足∑
n

j=1
uj+∑

n

i=1
vi=U 。另一个特点是,

上述目标函数(6)可以分解为2n个不同部分,并且每部分依赖于不同的资源分配量uj,j=1,2,…,n和vi,i=1,

2,…,n。这两个特点对求解最优值是至关重要的。
引理1 对于给定的工件排序π= J[1],J[2],…,J[n{ }] ,下面的表达式提供了最佳资源分配方案u=(u1,u2,

…,un),v=(v1,v2,…,vn)来最小化最大完工时间:

u*
[j]=U·A-1·w

k
k+1
[j]∏
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l=j+1

(1+bl)
1

k+1,j=1,2,…,n, (7)

v*
[i]=U·A-1·w
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1
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其中

A=∑
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证明 因为完工时间是一个有关资源分配的递减函数,所以资源消耗的约束条件将成为等式。因此,可以

应用拉格朗日方法获得最佳的资源分配方案。拉格朗日函数,对任意的固定的工件排序如下:

L(u,v,λ)=∑
n
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其中λ是拉格朗日乘数。
很容易看出L(u,v,λ是一个凸函数,因此,考虑决策变量(uj,vi,λ),得到了最优解的充分必要条件如下:

∂L(u,v,λ)
∂λ =∑

n

j=1
uj+∑
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vi-U=0, (11)

∂L(u,v,λ)
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∂L(u,v,λ)
∂v[i]

=-k wk
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由(12)式消去λ,得到:

u[j]=u[1]× w[j]
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由(12)、(13)式得到:

v[i]=u[1]× w
w[1

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k
k+1

∏
i-1

l=2

(1+bl)-
1

k+1,i=1,2,…,n。 (15)

将(14)、(15)式代入到(11)式,得到:

u[1]=U×
∏
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最后将(16)式代入到(14)、(15)式,得到(7)、(8)式。 证毕

根据引理1,将(7)、(8)式代入到目标函数(6)中,显然发现,完工时间可以表示为有关工件的负荷和退化率

的函数。
引理2 在最佳的资源分配方案(7)、(8)式下,最大完工时间可以由下面的表达式给出:

Cmax=Ak+1×U-k。 (17)
其中A 由(9)式给出。

证明 将资源分配值u*
j ,j=1,2,…,n和v*

i ,i=1,2,…,n代入到最大完工时间表达式(6)式中,得到:
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∑
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引理3 将工件按照
w

k
k+1

j

1+b( )j
1

k+1-1
,j=1,2,…,n递增的顺序排列,可以将最大完工时间最小化。

证明 假定S是最优排序,S′是另一个排序,S和S′的区别在于相邻两个工件Ji 和Ji+1互换。并且对于这

两个工件
w

k
k+1

j

1+b( )j
1

k+1-1
是严格递减的,即

w
k

k+1

i

1+b( )i
1

k+1-1
>

w
k

k+1

i+1

1+bi( )+1
1

k+1-1
。由于U 和k为正常数,所以最小化

(17)式给出的最大完工时间相当于最小化函数A:
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经整理后得:
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( )A S′ - ( )A S <0,这与S是最优排序矛盾。 证毕

由下面的算法可以求解最小化最大完工时间。
算法1 输入:U,k,wj,w ,bj,j=1,2,…,n,bn+1=0。

第1步,将工件按照
w
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递增的顺序排列。

第2步,按照u*
[j]=U·A-1·w
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第3步,计算最大完工时间值Cmax=∑
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定理1 算法1可以在O(nlogn)时间内得到最优解。
证明 基于引理1~引理3,算法1正确。算法1的第1步需要O(nlogn)时间。第2步可以按照递推的方

式在O(n)时间内完成。计算ui 后,ui+1可在固定的时间内计算。第3步也可以在O(n)时间内计算。因此,产生

最优解的时间复杂度是O(nlogn)。 证毕

4结语

本文研究了凸资源分配下工件具有可控加工时间和准备时间的单机排序问题。工件的加工时间是凸函数

和线性函数的叠加,并且每个工件被加工之前,都有一个依赖于资源分配的准备时间。给出了一个最优算法求

解最小化最大完工时间的问题。
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SingleMachineSchedulingProblemwithControllableProcessingTimeandSetupunder
ConvexResourceConsumptionCosts

ZHANGXue,LUOChengxin
(CollegeofMathematicsandSystemScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Inthispaper,westudythesinglemachineschedulingproblem,wherebothsetupandjobprocessingtimesarecontrollable
byallocatingacontinuouslydivisiblenonrenewableresource.Theprocessingtimeofjobsisafunctionofdeteriorationeffectsandre-
sourceallocation.Beforeeachjobisprocessed,asetuptimeisrequired;itisaconvexfunctionofresourceallocation.Weproposean
optimalalgorithmtosolvetheproblemofminimizingthemakespan.
Keywords:resourceallocation;workload;deterioratingjobs;setuptime;singlemachine
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