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带有分段线性递减加工时间和拒绝工件的单机排序问题
*

隋 敏,赵传立

(沈阳师范大学 数学与系统科学学院,沈阳110034)

摘要:讨论了带有分段线性递减加工时间和拒绝工件的单机排序问题。在这一模型中,工件的实际加工时间是关于开始

时间的分段线性递减函数,目标函数是极小化被接受工件的最大完工时间和被拒绝工件的总惩罚之和。这一问题是NP-
难的。基于对问题的分析,给出了一个全多项式近似策略。全多项式近似策略的计算复杂性为O(n4L4/ε3)。
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在经典的排序理论中,加工时间为固定的常数[1]。Brown,Yechiali[2]和Gupta,Gupta[3]最早提出了工件实

际加工时间依赖开始时间的排序模型。随后,加工时间依赖开始时间的排序问题受到了越来越多的关注[4-7]。

Kang和Ng[8]研究了工件加工时间关于开始时间的线性函数的平行机问题,目标函数是极小化最大完工时间,
给出了全多项式近似策略。Ji和Cheng[9]对工件加工时间依赖开始时间的分段线性递减函数的单机排序问题做

了研究,目标是极小化最大完工时间,给出了全多项式近似策略。Luo和Ji[10]讨论了带有变量维修和线性退化

工件的单机排序模型,目标是极小化最大完工时间,证明了问题是NP难的。近年来带有加工时间依赖开始时间

的线性函数和工件可拒绝的排序模型受到了广泛关注[11-12]。对于带有退化工件、释放时间和拒绝工件的单机排

序问题,Liu,Zheng,Chu和Xu[13]给出了动态规划和全多项式近似策略。Li和Yuan[14]提出了加工时间是关于

开始时间的线性递增函数和工件可拒绝的平行机排序问题,目标是极小化被接受工件的总费用加上被拒绝工件

的总惩罚费用之和,给出了全多项式近似策略。
本文讨论了带有分段线性递减加工时间和拒绝工件的单机排序问题,在文献[9]基础上增加了拒绝。因为

文献[9]中的问题是NP难的,所以本文讨论问题也是NP难的。基于对问题的分析,给出了一个全多项式近似

策略。

1问题描述

设有n个工件的集合J= J1,J2,…,J{ }n 在一台机器上加工。全部工件零时刻到达,且机器在同一时间只能

加工一个工件。工件Jj 的实际加工时间为pj=aj-bjminsj,{ }D ,aj 表示工件Jj 的正常加工时间,0<bj<1表

示工件Jj 的递减率,sj 表示工件Jj 的开始时间,D 表示公共递减工期,wj>0表示工件Jj 被拒绝的费用,其中

aj>bjmin D,∑
n

i=1
ai-a{ }j ,A 表示被接受工件集,R 表示被拒绝工件集。在bj≤aj/(2D)前提下,文献[9]给出

了一个全多项近似策略,所以本文也在bj≤aj/(2D)条件下进行讨论。运用三参数表示法,本文所考虑的问题可

表示:1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A+∑

Jj∈R
wj。

2全多项式近似策略

由文献[9]知,本文给出如下性质。
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性质1 对于问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj,存在一个最优排序使得开始时间小于D

的被接受工件按a1/b1≥a2/b2≥…≥an/bn 排序。

性质2 对于问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj,存在一个最优排序使得开始时间不小于

D 的被接受工件按任意顺序排序。

性质3 对于问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A+∑

Jj∈R
wj,在最优排序中机器无空闲时间。

根据性质1所有被接受工件按a1/b1≥a2/b2≥…≥an/bn 排序,定义变量xj,j=1,2,…,n,其中xj=
0,被接受工件Jj 的开始时间不小于D
1,被接受工件Jj 的开始时间小于D
2,工件Jj

ì

î

í

ï
ï

ïï 被拒绝

。记X 为所有向量x=(x1,x2,…,xn)所组成的向量集,其中xj=k,k=

0,1,2。记fj(x)表示目标函数值,hj(x)表示 min{开始时间小于D 的工件加工时间总和,D},Wj(x)表示工件

J1,J2,…,Jj 拒绝总费用。定义在集合X 上的函数如下:

W0(x)=0;h0(x)=0;f0(x)=0;Wj(x)=Wj-1(x)+12xj(xj-1)wj;

hj(x)=minhj-1(x)+xj(2-xj)(aj-bjhj-1(x)),{ }D ;

fj(x)=fj-1(x)+xj(2-xj)(aj-bjhj-1(x))+12
(1-xj)(2-xj)(aj-bjD)+12xj(xj-1)wj。

显然问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj 可归结为:minfn(x),x∈X。

首先利用文献[15-16]给出划分程序(A,e,δ),其中A⊆X,e是定义在集合X 上的非负整数函数,0<δ≤1。
将A 分割为两两不相交的子集Ae

1,Ae
2,…,Ae

ke
,使得对于∀x,x′∈Ae

j,都有|e(x)-e(x′)|≤δmin{e(x),e(x′)}
(j=1,2,…,ke)。

下面对划分程序进行描述:第1步,将A 中向量x 进行标号x(1),x(2),…,x( A )使得0≤e(x(1))≤e(x(2))≤
…≤e(x( A ))。第2步,将向量x(1),x(2),…,x(i1)按顺序逐个加入集合 Ae

1 中,直到找到i1 使得e(x(i1))≤
(1+δ)e(x(1))和e(x(i1+1))>(1+δ)e(x(1))成立。如果不存在这样的i1,那么令Ae

ke=Ae
1=A 且划分停止。

将向量x(i1+1),x(i1+2),…,x(i2)按顺序逐个加入集合Ae
2 中,直到找到i2 使得e(x(i2))≤(1+δ)e(x(i1+1))和

e(x(i2+1))>(1+δ)e(x(i1+1))成立。如果不存在这样的i2,那么令Ae
ke=Ae

2=A-Ae
1 且划分停止。

重复以上步骤直到找到ke 使得x( A )∈Ae
ke

为止。
划分程序(A,e,δ)在运行时间o(|A|log|A|)内将A 中向量按e(x)非减顺序排序,在运行时间o(A )内提

供划分。文献[12-13]提出划分的主要性质将其应用到算法Αε 中。
性质4 对于∀x,x′∈Ae

j,j=1,2,…,ke,则有|e(x)-e(x′)|≤δmine(x),e(x′{ })(j=1,2,…,ke)。
性质5 对于0<δ≤1且1≤e(x( A )),则有ke≤loge(x( A ))/δ+2。

对于问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj 给出一个FPTAS。

算法Αε 第1步,初始化。将工件按a1/b1≥a2/b2≥…≥an/bn 顺序排列。在没考虑任何工件的初始状态,
令Y0= (0,0,…,0{ }),j=1。

第2步,构造集合Y1,Y2,…,Yn。通过对集合Yj-1中每个向量的第j位置加k(k=0,1,2)产生新的3个向

量来组成Yj′。对于∀x′∈Yj′,假设xj=k,计算:

Wj(x)=Wj-1(x)+12xj(xj-1)wj,hj(x)=minhj-1(x)+xj(2-xj)(aj-bjhj-1(x)),{ }D ,

fj(x)=fj-1(x)+xj(2-xj)(aj-bjhj-1(x))+12
(1-xj)(2-xj)(aj-bjD)+12xj(xj-1)wj。

如果j=n,那么令Yn=Y′n且进行第3步。
如果j<n,那么令δ=ε/(2(n+1))。调用划分程序(Y′j,Wj,δ)将集合Y′j分割成两两不相交的子集YW

1,YW
2,

…,YW
kW
。调用划分程序(Y′j,hj,δ)将集合Y′j分割成两两不相交的子集Yh

1,Yh
2,…,Yh

kh
。调用划分程序(Y′j,fj,δ)
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将集合Y′j分割成两两不相交的子集Yf
1,Yf

2,…,Yf
kf
。

将集合Y′j划分成两两不相交的非空子集,即Yabc=YW
a ∩Yh

b∩Yf
c,a=1,2,…,kW,b=1,2,…,kh,c=1,2,…,

kf。在 每 个 非 空 子 集 Yabc 选 出 向 量 x(abc),使 得 fj (x(abc))= min fj(x)|x∈Y{ }abc 。 令 Yj:=
x(abc)|YW

a∩Yh
b∩Yf

c≠∅{ ,a=1,2,…,kW;b=1,2,…,kh;c=1,2,…,k }f 且令j=j+1,转第2步。
第3步,选 择 向 量 x0∈Yn 使 得fn(x0)=min fn(x)|x∈Y{ }n 。令 x* =(x*

1 ,x*
2 ,…,x*

n )为 问 题

1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj 的最优解。

定义L=logmaxn,1/ε,amax,{ }( )W ,其中amax= max
j=1,2,…,n

a{ }j ,W =∑
n

j=1
wj。有如下定理。

定理1 对于问题1pj=aj-bjminsj,{ }D ,rejC max
Jj∈A
+∑

Jj∈R
wj,其中j=1,…,n,当bj≤aj/(2D)时,利用

算法Αε可以在运行时间O(n4L4/ε3)内找到一个向量x0∈X,使得fn(x0)≤(1+ε)fn(x*)成立。
证明 假设(x*

1 ,…,x*
j ,0,…,0)∈Yabc⊆Y′j,对于j和a,b,c,根据算法Αε 的总是存在这样的j,例如j=1。

在算法Αε 进行进一步消减(x*
1 ,…,x*

j ,0,…,0)可能不被选出,然而一定存在一个向量x(abc)被选出代替(x*
1 ,

…,x*
j ,0,…,0)。
根据性质4,有:

Wj(x*)-Wj(x(abc))≤δminWj(x*),Wj(x(abc){ })≤δWj(x*),hj(x*)-hj(x(abc))≤
δminhj(x*),hj(x(abc){ })≤δhj(x*),fj(x*)-fj(x(abc))≤δminfj(x*),fj(x(abc){ })≤δfj(x*)。

令δ1=δ,考虑向量(x*
1 ,…,x*

j ,x*
j+1,0,…,0)和 ～x(abc)=(x(abc)

1 ,…,x(abc)
j ,x*

j+1,0,…,0)。
不失一般性,假设x*

j+1=k,则有:

Wj+1(x*)-Wj+1(～x(abc))= Wj(x*)+12x
*
j+1(x*

j+1-1)wj
é

ë
êê

ù

û
úú+1 -

Wj(x(abc))+12x
*
j+1(x*

j+1-1)wj
é

ë
êê

ù

û
úú+1 ≤δWj(x*)≤δ1Wj+1(x*) (1)

若D≤minhj(x*)+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x*{ )),hj(x(abc))+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc) })),
则

hj+1(x*)-hj+1(～x(abc))= D-D ≤δ1hj+1(x*) (2)
若D≥maxhj(x*)+x*

j+1(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1hj(x*{ )),hj(x(abc))+x*

j+1(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc) })),

则

hj+1(x*)-hj+1(～x(abc))= hj(x*)+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x*[ ]))-
hj(x(abc))+x*

j+1(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc)[ ])) ≤(1-x*

j+1(2-x*
j+1)bj+1)hj(x*)-hj(x(abc))≤

δ1-x*
j+1(2-x*

j+1)bj( )+1 hj(x*)≤δ1hj+1(x*) (3)
若

hj(x*)+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x*))-[ ]D hj(x(abc))+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc)))-[ ]D ≤0,

则 hj+1(x*)-hj+1(～x(abc))≤ hj(x*)+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x*[ ]))-
hj(x(abc))+x*

j+1(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc)[ ])) ≤(1-x*

j+1(2-x*
j+1)bj+1)hj(x*)-hj(x(abc))≤

δ(1-x*
j+1(2-x*

j+1)bj+1)hj(x*)≤δ1hj+1(x*) (4)
因为对于所有k,hj(x*)≤D 和bj≤aj/(2D)成立,所以有bj+1hj(x*)≤aj+1-bj+1hj(x*)。

fj+1(x*)-fj+1(～x(abc))= fj(x*)+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x*[ ))+
1
2
(1-x*

j+1)(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1D)+12x

*
j+1(x*

j+1-1)wj
ù

û
úú+1 -

fj(x(abc))+x*
j+1(2-x*

j+1)(aj+1-bj+1hj(x(abc)[ ))+12
(1-x*

j+1)(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1D)+12x

*
j+1(x*

j+1-1)wj
ù

û
úú+1 ≤

|fj(x*)-fj(x(abc))|+x*
j+1(2-x*

j+1)bj+1|hj(x*)-hj(x(abc))|≤
δfj(x*)+δx*

j+1(2-x*
j+1)bj+1hj(x*)≤δfj(x*)+δx*

j+1(2-x*
j+1)(aj+1-bj+1hj(x*))≤δ1fj+1(x*) (5)

由(1)~(5)式可得:
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Wj+1(x*)-Wj+1(～x(abc))≤δ1Wj+1(x*)

hj+1(x*)-hj+1(～x(abc))≤δ1hj+1(x*)

fj+1(x*)-fj+1(～x(abc))≤δ1fj+1(x*

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(6)

这样导出:

Wj+1(～x(abc))≤(1+δ1)Wj+1(x*)

hj+1(～x(abc))≤(1+δ1)hj+1(x*)

fj+1(～x(abc))≤(1+δ1)fj+1(x*

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(7)

假设 ～x(abc)∈Ydem⊆Y′j+1和利用算法Αε 在第j+1次迭代时选出向量x(dem)∈Ydem代替向量 ～x(abc),可以导出:

Wj+1(～x(abc))-Wj+1(x(dem))≤δWj+1(～x(abc))≤δ(1+δ1)Wj+1(x*)

hj+1(～x(abc))-hj+1(x(dem))≤δhj+1(～x(abc))≤δ(1+δ1)hj+1(x*)

fj+1(～x(abc))-fj+1(x(dem))≤δfj+1(～x(abc))≤δ(1+δ1)fj+1(x*

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(8)

由(1)式和(8)式有:

Wj+1(x*)-Wj+1(x(dem))≤ Wj+1(x*)-Wj+1(～x(abc))+ Wj+1(～x(abc))-Wj+1(x(dem))≤
δ1+(1+δ1)[ ]δ Wj+1(x*)= δ+(1+δ)δ[ ]1 Wj+1(x*)。 (9)

类似地,hj+1(x*)-hj+1(x(dem))≤ δ+(1+δ)δ[ ]1 hj+1(x*)fj+1(x*)-fj+1(x(dem))≤ δ+(1+δ)δ[ ]1 fj+1(x*)。
令δl=δ+(1+δ)δl-1,l=2,3,…,n-j+1。由(9)式可得 Wj+1(x*)-Wj+1(x(dem))≤δ2Wj+1(x*)。

类似地,hj+1(x*)-hj+1(x(dem))≤δ2hj+1(x*);fj+1(x*)-fj+1(x(dem))≤δ2fj+1(x*)。
对于j+2,…,n,重复论证,存在x′∈Yn 使得 Wn(x*)-Wn(x′)≤δn-j+1Wn(x*),hn(x*)-hn(x′)≤

δn-j+1hn(x*),fn(x*)-fn(x′)≤δn-j+1fn(x*)成立。
因为

δn-j+1 ≤δ∑
n

j=0

(1+δ)j=(1+δ)n+1-1=∑
n+1

j=1

(n+1)n…(n-j+2)
j!

δj=

∑
n+1

j=1

(n+1)n…(n-k+2)
j! (n+1)j

εæ
è
ç

ö

ø
÷

2
j

≤∑
n+1

j=1

1
j!

εæ
è
ç

ö

ø
÷

2
j

≤∑
n+1

j=1

εæ
è
ç

ö

ø
÷

2
j

≤ε,

所以有 Wn(x*)-Wn(x′)≤εWn(x*),hn(x*)-hn(x′)≤εhn(x*),fn(x*)-fn(x′)≤εfn(x*)。因此通

过算法Αε 的第3步,得到向量x0 使得fn(x0)≤fn(x′)≤(1+ε)fn(x*)。
下面讨论算法Αε 的时间复杂性。由 Y′j ≤3Yj ≤3kW·kh·kf 和性质5知:

kW≤2
(n+1)logW

ε +2≤2
(n+1)L

ε +2,

kh≤
2(n+1)logna( )max

ε +2≤2
(n+1)L

ε +2,

kf≤
2(n+1)log(namax+W)

ε +2≤2
(n+1)L

ε +2。

因此由上述不等式可推出 Y′j =O(n3L3/ε3),O(Yj′logYj′ )=O(n3L4/ε3)。算法Αε 的时间复杂性为

O(n4L4/ε3)。由定理1可知,算法Αε 是一个全多项式近似策略。 证毕

3结论

本文考虑了工件实际加工时间是关于开始时间的分段线性递减函数和拒绝工件的排序问题,目标函数是极

小化被接受工件的最大完工时间和被拒绝工件的总惩罚之和。针对单机情形给出了一个全多项式近似策略,可
以将本文所研究问题的结果推广到平行机。在以后的研究中也可以考虑不同的目标函数和其他机器环境的问

题。
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OperationsResearchandCybernetics

SingleMachineSchedulingwithPiecewiseLinearDecreasingProcessingTimesandRejectionJobs

SUIMin,ZHAOChuanli
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Thispaperconsiderssingle-machineschedulingwithpiecewiselineardecreasingprocessingtimesandrejection.Inthis
model,theactualprocessingtimeofajobisapiecewiselineardecreasingfunctionofitsstartingtime.Theobjectiveistominimize
thesumofthemakespanoftheacceptedjobsandthetotalpenaltyoftherejectedjobs.TheproblemisNP-hard.Basedontheanaly-
sisoftheproblem,wegiveafullypolynominaltimeapproximationscheme.Thecomplexityofthefullypolynominaltimeapproxi-
mationschemeisO(n4L4/ε3).
Keywords:singlemachinescheduling;piecewiselineardecreasing;rejection;fullypolynominaltimeapproximationscheme
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