
 2016年3月 重庆师范大学学报(自然科学版) Mar.2016
第33卷 第2期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.33 No.2

10.11721/cqnuj20160227

推广的延拓负相依风险模型中的精确大偏差
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摘要:构造了由保费过程和索赔额过程构成的推广的延拓负相依风险模型,研究其上服从重尾分布的随机变量随机和的

尾概率问题,利用求带相依关系的随机变量的随机和的大偏差方法,得到了由服从重尾分布的延拓负相依关系的随机变

量构成的盈余过程中的随机和的精确大偏差,将由独立同分布的随机变量构成的盈余过程中的随机和的一致渐近结论推

广到由延拓负相依同分布的随机变量构成的结论。
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保险行业是一个风险无处不在的行业,而股灾、地震等这些极端风险事件往往会导致超大型金融企业的破

产。保险公司度量风险的最基本的手段之一是研究此类极端风险所引起的破产概率,这也是近些年来现代精算

风险理论的热门研究课题之一[1-5]。对保险行业的破产概率的研究方法有多种多样,本文是将对破产概率的研

究转化为对精确大偏差理论的研究。精确大偏差理论是随机过程中的一个重要组成部分,近年来在保险精算、
计算机和物理等领域均得到快速的发展。

设 Xk,k≥{ }1 是一个服从重尾分布的、同分布的取值非负的随机变量序列,其对应的数学期望为μ,在保险

风险模型 中 常 用 Xk,k≥{ }1 表 示 索 赔 额 过 程;设 N(t),t≥{ }0 是 一 个 取 值 为 非 负 的 整 数 的 计 数 过 程,与

Xk,k≥{ }1 相互独立,记EN(t)=λ(t),当t→∞时有λ(t)→∞。对于任意的t≥0,在时间区间 0,( ]t 的随机变量

序列 Xk,k≥{ }1 的随机和记为:

SN(t)=∑
N(t)

i=1
Xi,∑

0

i=1
Xi:=0。 (1)

近些年来,学者们对风险模型(1)所对应的精确大偏差

P(SN(t)-ESN(t)>x)=P(SN(t)-μλ(t)>x)
进行了研究,得到了一些较为实用的结论。如,当 Xk,k≥{ }1 是一个独立同分布的随机变量序列时,文献[6]得到

了复合更新风险模型中的带有重尾分布的随机变量序列的随机和的精确大偏差,即

P(SN(t)-μλ(t)>x)~λ(t)F(x); (2)
当 Xk,k≥{ }1 是一个负相依同分布的随机变量序列时,文献[7]得到了类似(2)式的随机变量序列的随机和的精

确大偏差;当 Xk,k≥{ }1 是一个上延拓负相依和φ-混合的、不同分布的随机变量序列时文献[8]也得到了类似(2)
式的随机和的精确大偏差。在文献[9]中引入了如下的一个新的称之为推广的负相依风险模型:

S(t)=∑
N(t)

i=1
Xi-∑

M(t)

i=1
Yi,t≥0, (3)

其中 M(t),t≥{ }0 是一个严平稳的更新计数过程,Yk,k≥{ }1 是一个取值非负同分布的、负相依的随机变量序列。
在新的风险模型(3)中 Yk,k≥{ }1 表示保险费额过程,而 S(t),t≥{ }0 代表了索赔盈余过程。在此基础上,本文构

建了推广的延拓负相依结构的风险模型,讨论了此模型中的带一致变化尾分布上的随机变量序列的随机和的精

确大偏差,对文献[9]的相应结论进行了推广。
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1预备知识

定义1[3] 称随机变量X(或分布F)是服从重尾分布的,如果该随机变量不存在指数矩。对于任意的实数

x∈[0,∞),若随机变量X 的分布F 满足:

lim
y↓1
liminf

x→∞

F(xy)
F(x)

=1或lim
y↑1
limsup

x→∞

F(xy)
F(x)

=1,

称随机变量X(或分布F)是服从一致变化分布的。
定义2[2] 若存在常数M>0,对于任意的n=1,2,…及任意的n个实数x1,x2,…,xn,使得

P(X1 ≤x1,X2 ≤x2,…,Xn ≤xn)≤M∏
n

i=1
P(Xi≤xi),

P(X1 >x1,X2 >x2,…,Xn >xn)≤M∏
n

i=1
P(Xi>xi),

成立,称随机变量序列 Xk,k≥{ }1 是延拓负相依的。当M=1时,称随机变量序列 Xk,k≥{ }1 是负相依的。
命题1[2] 设 Xk,k≥{ }1 是一个随机变量序列,gk ( )· ,k≥{ }1 是实值函数序列,则:1)当 Xk,k≥{ }1 是一个

延拓负相依的随机变量序列,gk ( )· ,k≥{ }1 是单调函数序列,则 gk X( )k{ ,k≥ }1 也是一个延拓负相依的随机变

量序列;2)当 Xk,k≥{ }1 是一个非负的、延拓负相依的随机变量序列,对于每一个正整数n,有E ∏
n

k=1
X( )k ≤

∏
n

k=1
EXk 。

命题2[10] 设 Xk,k≥{ }1 是一个延拓负相依的、同分布的随机变量序列,其共同分布为F,μ是该序列的共

同的数学期望。对于任意的正整数n,记Sn =∑
n

k=1
Xk 。当且仅当E X1 <∞,就有当n→∞时Sn/n→

a.s.

μ。

对于一个分布F,记F* ( )y =liminf
x→∞

F(xy)
F(x)

,其中y>0;JF=-lim
y→∞

logF*(y)
logy

。

2推广的延拓负相依风险模型中的精确大偏差

定理1 Xk,k≥{ }1 是一个延拓负相依的、取值非负同分布的随机变量序列,其共同分布F是服从一致变化分

布的,μ是该序列的共同的数学期望,且μ<∞。对于任意的正整数n,记Sn=∑
n

k=1
Xk ,则当n→∞时有Sn/n→

a.s.

μ。

证明 由于 Xk,k≥{ }1 是一个延拓负相依的、取值非负同分布的随机变量序列,μ是该序列的共同的数学期

望,且μ<∞,满足命题2的条件,所以定理1成立。 证毕

定理2 设 Xk,k≥{ }1 是一个延拓负相依的、取值非负同分布的随机变量序列,其共同分布F 是服从一致变

化分布的,对应的数学期望为μ>0。设 N(t),t≥{ }0 是一个取值为非负的整数的计数过程,与 Xk,k≥{ }1 相互独

立,记EN(t)=λ(t),当t→∞时有λ(t)→∞。令 N(t)满足假设条件:对于某个p>JF 及任意的δ>0,有

EN(t)pI(N(t))>(1+δ)λ(t)=ο(λ(t))。SN(t)如(1)式 所 定 义 的,则 对 于 任 意 的 γ>0,当t→ ∞ 时

P(SN(t)-ESN(t)>x)~λ(t)F(x)在x≥γλ(t)上一致成立。
证明 由文献[3]的引理1可知当t→∞时有:

ESN(t)~μλ(t)。 (4)
对于任意的δ>0,有:

P(SN(t)-ESN(t)>x)=∑
∞

k=0
P(N(t)=k)P(Sk-ESN(t)>x)=

∑k≤(1+δ)λ(t)+∑k>(1+δ)λ(t( )) P(N(t)=k)P(Sk-ESN(t)>x)=P1+P2 。 (5)

先来讨论P1,由于:

P1=∑k≤(1+δ)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk-ESN(t)>x)=

∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)+∑k-λ(t)<-ε(t)λ(t)+∑ε(t)λ(t)<k-λ(t)<δλ(t( )) P(N(t)=k)P(Sk-ESN(t)>x)=
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P1
1+P2

1+P3
1 。 (6)

取文献[8]中满足(3)式的ε(t),由文献[7]的(3.1)式及本文定义1可得对于充分大的t,在x≥γλ(t)上一致

地有:

P1
1=∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk-ESk >x-ESk+ESN(t))≤

∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk-ESk >x-kμ+μλ(t))=

∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk-ESk >x-(k-λ(t))μ)=

∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk-ESk >x+o(λ(t)))≤

(1+ε(t))λ(t)F(x+o(λ(t)))∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≤

(1+ε(t))λ(t)F(x)(1+o(1))。 (7)
同上,由文献[7]的(3.1)式、本文定义1和定理2中关于N(t)的假设条件可得对于充分大的t,在x≥γλ(t)

上一致地有:

P1
1 ≥ (1-ε(t))λ(t)F(x)(1-o(1))∑ k-λ(t) <ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≥

(1-ε(t))2λ(t)F(x)(1-o(1))。 (8)
结合(7)式和(8)式,当t→∞时,在x≥γλ(t)上一致地有:

P1
1~λ(t)F(x)。 (9)

由文献[7]的(3.1)式、本文定义1和定理2中关于 N(t)的假设条件可得对于充分大的t,在x≥γλ(t)上一

致地有:

P2
1 ≤P(S(1-ε(t))λ(t)-ES(1-ε(t))λ(t)>x-ES(1-ε(t))λ(t)+ESN(t))∑k-λ(t)<-ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≤

P(S(1-ε(t))λ(t)-ES(1-ε(t))λ(t)>x+(λ(t)-(1-ε(t))λ(t))μ+o(λ(t)))∑k-λ(t)<-ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≤

P(S(1-ε(t))λ(t)-ES(1-ε(t))λ(t)>x+o(λ(t)))∑k-λ(t)<-ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≤

(1-ε(t))λ(t)F(x+o(λ(t)))∑k-λ(t)<-ε(t)λ(t)P(N(t)=k)≤λ(t)F(x)(1+o(1))o(1)=o(λ(t)F(x))。

(10)
存在某个c>0,由文献[7]的(3.1)式、本文定义1和定理2中关于N(t)的假设条件可得对于充分大的t,在x≥
γλ(t)上一致地有:

P3
1 ≤P(S(1+δ)λ(t)-ES(1+δ)λ(t)>x-ES(1+δ)λ(t)+ESN(t))∑ε(t)λ(t)<k-λ(t)<δλ(t)P(N(t)=k)≤

(1+δ)λ(t)F(x-μδλ(t)+o(λ(t)))(1+o(1))∑ε(t)λ(t)<k-λ(t)<δλ(t)P(N(t)=k)≤

cλ(t)F(x)o(1)=o(λ(t)F(x))。 (11)

最后来讨论P2。令y=x
v
,yk=x

2v
,k=1,2,…,n,v>1,利用文献[8]的引理2可知,对于充分大的n,有:

P(Sn -nμ≥x)≤P(Sn ≥x)≤∑
n

k=1
P(Xk >yk)+Mexpx

y -x
y
log

 
x

∑
n

k=1∫
yk

0
tdFk(t)

+

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

1 ≤

∑
n

k=1
P(Xk >yk)+Mexpv-vlog x

nμ(1+o(1
æ

è
ç

ö

ø
÷

)){ })=nF x
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

v +Mev(nμ(1+o(1)))vx-v 。 (12)

由(12)式和定理2中关于N(t)的假设条件可得对于充分大的t,在x≥γλ(t)上一致地有:

P2 ≤∑k>(1+δ)λ(t)P(N(t)=k)P(Sk >x)≤

F x
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

v ∑k>(1+δ)λ(t)kP(N(t)=k)+Mev(nμ(1+o(1)))vx-v∑k>(1+δ)λ(t)k
vP(N(t)=k)=o(λ(t)F(x))。

(13)
将(9)~(11)式、(13)式代入到(5)式中,即可得到定理结论。 证毕
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定理3 对于推广的延拓负相依风险模型(3),Xk,k≥{ }1 和 N(t),t≥{ }0 满足定理2的条件。 Yk,k≥{ }1 是

一个取值非负同分布的、延拓负相依的随机变量序列,M(t),t≥{ }0 是一个更新计数过程,且有EM(t)=β(t)。
对于任意的γ>EY1,当t→∞时,P(S(t)-ES(t)>x)~λ(t)F(x)在x≥max(γλ(t),γβ(t))上一致成立。

证明 因 M(t),t≥{ }0 是一个更新计数过程,且有EM(t)=β(t),根据定理1可知当t→∞时有

1
β(t)∑

M(t)

j=1
Yj=M(t)

β(t)
· 1

M(t)∑
M(t)

j=1
Yj→EY1 。

所以存在非负函数ε(t),当t→∞时有ε(t)→0,且有:

P ∑
M(t)

j=1
Yj-β(t)EY1 ≥ε(t)βtEY( )1 =ο(1)。 (14)

由于: P(S(t)-ES(t)>x)=P SN(t)-∑
M(t)

j=1
Yj-μλ(t)+EM(t)EY1 >( )x =

∫
∞

0
P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1+y)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x =

∫y-β(t)EY1<-ε(t)β(t)EY1
+∫y-β(t)EY1 ≤ε≤(t)β(t)EY1

+∫y-β(t)EY1>ε(t)β(t)EY
( )

1

·

P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1+y)dP ∑
M(t)

j=1
Y1 ≤( )x :=I1+I2+I3 。

首先讨论I1。当γ>EY1 时,有1- EY1æ

è
ç

ö

ø
÷

γ >0;对于y≥0,x≥max(γλ(t),γβ(t)),就有β(t)<
x
γ
。利用定理

2及(14)式,可知当t→∞时对x≥max(γλ(t),γβ(t))一致地有:

I1=∫y-β(t)EY1<-ε(t)β(t)EY1
P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1+y)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ≤

∫y-β(t)EY1<-ε(t)β(t)EY1
P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ≤

∫y-β(t)EY1<-ε(t)β(t)EY1
P SN(t)-μλ(t)>x1-EY1æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷

γ dP ∑
M(t)

j=1
Y1 ≤( )æ

è
ç x ~

λ(t)F (x1-EY1æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

γ P ∑
M(t)

i=1
Yi-β(t)EY1 <-ε(t)β(t)EY( )1 ≤Cλ(t)F(x)ο(1)=ο(λ(t)F(x))。 (15)

再来讨论I2。由于x≥max(γλ(t),γβ(t)),y-β(t)EY1 ≤ε(t)β(t)EY1 和ε(t)的性质可知,对于充分大的

t有x-β(t)EY1+y≥x-ε(t)β(t)EY1≥ 1-
EY1
γε(tæ

è
ç

ö

ø
÷)x> 1-EY1æ

è
ç

ö

ø
÷

γ x。利用定理2可知当t→∞时对x≥γλ(t)

一致地有

P(SN(t)-μλ(t)>x-βtEY1+y)~λ(t)F(x-βtEY1+y)。 (16)
由 y-β(t)EY1 ≤ε(t)β(t)EY1 可以得出当t→∞时 y-βtEY1 =ο(λ(t))。又由文献[10]引理2知,当t→∞时

对x≥γλ(t)一致地有

F(x-β(t)EY1+y)~F(x)。 (17)
因此由(14)式、(16)式和(17)式,可知当t→∞时对x≥max(γλ(t),γβ(t))一致地有:

I2=∫y-β(t)EY1 ≤ε(t)β(t)EY1
P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1+y)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ~

λ(t)F(x)∫y-β(t)EY1 ≤ε(t)β(t)EY1

F(x-β(t)EY1+y)
F(x)

dP ∑
M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ~

λ(t)F(x)P ∑
M(t)

i=1
Yi-β(t)EY1 ≤ε(t)β(t)EY( )1 ~λ(t)F(x)。 (18)

最后讨论I3。利用定理2,当t→∞时对x≥max(γλ(t),γβ(t))一致地有:

I3:=∫y-β(t)EY1>ε(t)β(t)EY1
P(SN(t)-μλ(t)>x-β(t)EY1+y)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ≤

∫y-β(t)EY1>ε(t)β(t)EY1
P(SN(t)-μλ(t)>x)dP ∑

M(t)

j=1
Y1 ≤( )x ~
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λ(t)F(x)P ∑
M(t)

i=1
Yi-β(t)EY1 >ε(t)β(t)EY( )1 =ο(λ(t)F(x))。 (19)

由(15)式、(18)式和(19)式可知定理3的结论成立。 证毕

参考文献:
[1]R卡尔斯,M 胡法兹,J达呐,等.现代精算风险理论[M].

唐启鹤,胡太忠,成世学译.北京:科学出版社,2005.
KaasR,GoovaertsM,DhaeneJ,etal.Modernactuarialrisk
theory[M].TangQH,HuTZ,ChengSX,translation.Bei-
jing:SciencePress,2005.

[2]LiuL.Preciselargedeviationsfordependentrandomvaria-
bleswithheavytails[J].ProbabilityandStatisticsLetters,

2009,79:1290-1298.
[3]华志强.多元重尾大偏差及位相型破产概率[M].哈尔滨:

哈尔滨地图出版社,2013.
HuaZQ.Largedeviationsofrandomvariableswithheavy
tailinamulti-riskmodelandruinprobabilityforriskmod-
elwithphase-typeclaims[M].Harbin:HarbinCartograph-
icPublishingHouse,2013.

[4]华志强,杨少华.离散时多元风险模型的破产概率[J].数学

杂志,2014,34(2):272-280.
HuaZQ,YangSH.Theprobabilityofruinwithfiniteho-
rizoninadiscrete-timemulti-risk model[J].Journalof
Mathematics(PRC),2014,34(2):272-280.

[5]华志强,杨少华,陈丽莹.上尾渐近独立随机变量和的大偏

差的渐近下界[J].数学杂志,2014,34(1):58-64.
HuaZQ,YangSH,ChenLY.Asymptoticlowerbounds
oflargedeviationforsumsofuppertailasymptoticinde-

pendentrandomvariables[J].JournalofMathematics(PRC),

2014,34(1):58-64.
[6]TangQH,SuC,JiangT,etal.Largedeviationsforheavy-
tailedrandomsumsincompoundrenewalmodel[J].Statis-
ticsandProbabilityLetters,2001,52:91-100.

[7]ChenYQ,YuenKC,NgKaiW.Preciselargedeviationsof
randomsumsinpresenceofnegativedependenceandcon-
sistentvariation[J].MethodolComputApplProbab,2011,

13:821-833.
[8]华志强,宋立新,冯敬海.UEND和φ-混合随机变量随机和

的精确大偏差[J].大连理工大学学报,2014,54(3):371-
376.
HuaZQ,SongLX,FengJH.Preciselargedeviationsfor
randomsumofUENDandφ-mixingrandomvariables[J].
JournalofDalianUniversityofTechnology,2014,54(3):

371-376.
[9]ChenY,ZhangWP,SuC.Preciselargedeviationsforgen-
eralizedextendednegativelydependentcompoundrenewal
riskmodel[J].FrontiersofMathematicsinChina,2014,9
(1):31-44.

[10]ChenYQ,ChenAY,NgKaiW.Thestronglawoflarge
numbersforextendednegativelydependentrandomvaria-
bles[J].JournalofAppliedProbability,2010,47:908-922.

PreciseLargeDeviationsforGeneralizedExtendedNegativelyDependent
CompoundRenewalRiskModel

HUAZhiqiang,ZHANGChunsheng
(CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028000,China)

Abstract:Inthispaper,weconsiderthegeneralizedextendednegativelydependentcompoundrenewalriskmodel,whichincluding
premiumprocessandclaimprocess,andobtainthepreciselargedeviationofrandomsumoftheclaimsurplusprocesswithextended
negativelydependentrandomvariablesbyusingthemethodofthelargedeviation.
Keywords:preciselargedeviation;extendednegativelydependence;claimprocess
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