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动态VaR约束下带阀值分红的保险最优投资
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摘要:考虑受动态VaR约束时带阀值分红策略的保险公司最优投资策略问题,假定保险公司盈余服从扩散过程,在分红

总量现值的期望最大化准则下,使用动态规划原理建立了受动态VaR约束的保险公司最优投资组合选择模型,通过求解

HJB方程得到最优金融决策的显示解。
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VaR作为一种下侧风险,近年来已成为度量和控制金融风险的最常用工具之一。VaR是指一定时间内,给
定置信水平下的财富的最大可能损失。郭文旌[1]、王海燕[2]等用终端时刻的静态VaR风险为度量工具来研究保

险资金管理等。对于连续时间的投资组合选择问题,怎么样将财富的最大可能损失控制在整个投资期内呢? 在

2008年前后Cuoco,He,Isaenko等人[3]首次在经典的 Merton模型下引入动态VaR风险约束,从而实现了整个

投资期内VaR风险的一致性约束。在国内,李仲飞等人[4]考虑了动态VaR约束下带随机波动的衍生证券最优

投资策略问题。伊博等人[5-6]还考虑了动态VaR约束下具有随机波动的的个人投资主体的最优投资决策问题。
但这些研究没有将动态VaR风险引入到保险资金的管理中来。

在保险实务中,当盈余达到一定的水平后,保险公司为了提高自身在保险行业的竞争力,会降低保费或者给

投保者分红。1957年Finetti[7]首次研究了分红问题,自此不断有学者将分红引入到金融决策中来。目前最为流

行的两种分红策略是常数边界分红策略和常数阀值分红策略。将分红引入到保险资金的管理与投资中来,目前

已经成为一个研究的热点问题。杨鹏等人[8-9]在跳-扩散风险模型下分别研究了阀值分红和有界分红下的保险最

优投资问题。这些研究一方面是没有给出最优分红界,另一方面更是没有考虑动态VaR风险的约束。
基于以上研究情况,文章考虑阀值分红策略下受动态VaR约束的的最优保险投资决策问题。文章采用布朗

运动驱动的扩散过程来建立近似经典的Cramer-Lundberg模型,在阀值分红策略下的将分红总量现值的期望最

大化,运用随机最优控制原理及库恩-塔克条件得到最优金融决策的显式解。

1建立模型

1.1模型描述

为使模型在数学推理上更为严格,假定所有随机过程均定义在完备概率空间(Ω,F,P)上,产生的σ-域
{Ft:t>0}完备且右连续,允许连续交易且资产可任意分割,市场无摩擦因素。

盈余的经典模型是Rt=x0+pt-∑
N(t)

i=1
Yi,x0表示初始盈余,p表示保费率,∑

N(t)

i=1
Yi 表示保险公司到时刻t为止

的累积索赔,其中Yi 表示第i次发生的索赔额,Yi 独立同分布,假设Yi 服从参数为1
m

的指数分布,N(t)是参数

为λ的泊松过程,表示到时刻t为止的发生的索赔次数。为了安全起见,保费率需满足p=(1+γ)λm,γ>0称为

相对安全负荷。根据Taksar等人[10]的研究,保险公司的盈余水平R(t)可近似地用扩散过程dR(t)=(p-λE(Y))

dt+λ (E2(Y)+D(Y))dB1
t=γλmdt+ 2λmdB1

t 来描述,若令μ0=γλm,σ0= 2λm,则dR(t)=μ0dt+σ0dB1
t。保
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险公司可在破产前将部分盈余投资到一个风险资产,其价格过程 P(t)满足dP(t)=P(t)(μ1dt+σ1dB2
t),

P(0)=p0。r是无风险利率,μ1 是风险资产收益率,σ1 是波动率。设投资于风险资产(比如:股票)的额度为πt,则
dRπ

t=μ0dt+σ0dB1
t+πt(μ1dt+σ1dB2

t)+(Rπ
t-πt)rdt,

即dRπ
t=[μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr]dt+σ0dB1
t+πtσ1dB2

t,亦即

dRπ
t=(Rπ

tr+μ̂Tπ̂t)dt+π̂Ttσ̂dW(t), (1)
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。所有平方可积且Ft 适应的策略π 的集合为可行集Π。

1.2动态VaR的定义

由(1)式有 Rπ
t =x0ert+∫

t

0
μ̂Tπ̂se(t-s)rds+∫

t

0
π̂Tsσe(t-s)rdW(s),

同理有 Rπ
t+h =Rπ

terh +∫
t+h

t
μ̂Tπ̂se(t+h-s)rds+∫

t+h

t
π̂T

sσ̂e(t+h-s)rdW(s)。

忽略很短的时间h内π̂T(s)的变化,有Rπ
t+h-Rπ

terh=e
rh -1
r μ̂Tπ̂t+∫

t+h

t
e(t+h-s)rπ̂T

sσ̂dW(s)。根据VaR的定义,对

于给定置信水平α,有:
VaRπ,α

t =inf{L≥0:P(Rπ
terh-Rπ

t+h≥L/Ft)≤α}=(Qπ,α
t )-,(Qπ,α

t )=sup{L∈R:P(Rπ
t+h-Rπ

terh≤L/Ft)<α}。

P(Rπ
t+h-Rπ

terh ≤L|Ft)=P erh -1
r μ̂Tπ̂t+∫

t+h

t
e(t+h-s)rπ̂T

sσ̂dW(s)≤æ

è
ç
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÷L |F{ }t =

P∫
t+h

t
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sσ̂dW(s)≤L-e
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sσ̂dW(s)
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<α。

所以VaRπ,α
s =(Qπ,α

s )-= -N-1 ( )α e2rh-1
2r

(σ20+π2tσ21)-e
rh-1
r μ̂Tπ̂{ }t

+

,其中 N-1 ( )α 是标准正态分布的分位

数,x+=max{0,x}。
1.3分红策略

假设保险公司对股东或者投保人考虑以b>0为界进行分红,即当R(t)>b时保险公司将按一个有界的分红

率0≤l≤β进行分红直至破产为止,l的上界β<p。设D(t)为时刻t的分红总量,称R(t)=R(t)-D(t)为修正

盈余。称τ=inf{t≥0:R(t)<0|R(0)=x}为破产时刻,则D=∫
τ

0
e-δtdD(t)=r∫

τ

0
e-δtI{R(t)>b}dt是破产前所有

红利的现值,δ为贴现率。V(x,b)=E[D|R(0)=x]表示到破产为止分红总量现值的期望。
由Schmidli[11]的文献有下面的引理。
引理1 设V(x)=max

πt,l,b
V(x,b)为定义在[0,+∞)上的二次连续可微函数,则V(x)满足如下Hamilton-Ja-

cobi-Bellman方程 max
0≤l≤α,b>0

πt∈Π

1
2
(σ20+π2tσ21)V″(x)+l+[(μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr)-l]V′(x)-δV(x{ })=0。

由文献[12]可知满足HJB方程的分红策略就是最优分红策略。显然由上述方程不难得到最优分红率为

l*=
0,V′(x)>1
l,V′(x)=1,0≤l≤β
β,V′(x)<

ì

î

í

ïï

ïï 1

。

2求解模型

本文的目的是在t≤τ时,求解下列最优控制问题

V(x)= max
0≤l≤α,b>0

πt∈Π

V(x,b),

s.t.dRt=(Rπ
1r+μ̂Tπ̂t)dt+π̂Ttσ̂dW(t)-dD(t),

VaRπ
t ≤VaR(t,Rπ

t
{ )。

(2)
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2.1动态VaR控制的等价条件

定理1 对于给定的动态VaR风险水平VaR(s,Rπ
s),当0<k2-

(μ1-r)2
σ21 ≤c

2

σ20
时,VaRπ,α

s ≤VaR(s,Rπ
s)等价

于π∈[π1,π2],其中π1=c
(μ1-r)-k Δ

k2σ21-(μ1-r)2
,π2=c

(μ1-r)+k Δ
k2σ21-(μ1-r)2

,Δ=(c2σ21+σ20(μ1-r)2-k2σ20σ21)。

证明 VaRπ,α
s =(Qπ,α

s )-= -N-1 ( )α e2rh-1
2r

(σ20+π2tσ21)-e
rh-1
r μ̂Tπ̂{ }t

+

,

即 -N-1 ( )α e2rh-1
2r

(σ20+π2tσ21)-e
rh-1
r μ̂Tπ̂t≤VaR(s,Rπ

s),

-N-1 ( )α erh+1
erh-1

·r
2
(σ20+π2tσ21)-μ̂Tπ̂t≤ r

erh-1VaR
(s,Rπ

s),

-N-1 ( )α erh+1
erh-1

·r
2
(σ20+π2tσ21)≤μ0+πt(μ1-r)+

r
erh-1VaR

(s,Rπ
s)。

令k=-N-1 ( )α erh+1
erh-1

·r
2
,c=μ0+

r
erh-1VaR

(s,Rπ
s),则有k σ20+π2tσ21≤πt(μ1-r)+c,即

[k2σ21-(μ1-r)2]π2t-2c(μ1-r)πt+k2σ20-c2≤0。

当0<k2-
(μ1-r)2

σ21 ≤c2
σ20

时,令 Δ= (c2σ21 +σ20(μ1-r)2-k2σ20σ21),则 π1=c(μ1-r)-k Δ
k2σ21-(μ1-r)2

,π2=

c(μ1-r)+k Δ
k2σ21-(μ1-r)2

。进而动态VaR约束等价于π*
t ∈[π1,π2]。 证毕

2.2Hamilton-Jacobi-Bellman方程及其求解

2.2.1当0≤x≤b时,受动态VaR约束的最优分红界、分红现值最大期望与最优投资策略

定理2 当0≤x≤b时,若V′(x)>1,V″(x)<0,则最优分红率l*=0,最优分红界b*=
lnρ20

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

ρ1-ρ0
,最优分红为

V(x)=h1(x)
h′1(b*)

。其中ρ0<0<ρ1 是特征方程1
2σ

2
0ρ2+(μ0+Rπ

tr)ρ-
1
2
(μ1-r)2

σ21 +æ

è
ç

ö

ø
÷δ =0的解,h1(x)=eρ0x-eρ1x。

证明 当0≤x≤b,假设V′(x)>1,V″(x)<0,则最优分红率l*=0。V(x,b)满足HJB方程

1
2
(σ20+π2tσ21)V″(x,b)+[μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr]V′(x,b)-δV(x,b)=0。

由一阶最优性条件得π*
t =-

(μ1-r)V′(x,b)
σ21V″(x,b)

,代入上述方程有

1
2σ

2
0+(μ0+Rπ

tr)V′
(x,b)

V″(x,b)-
1
2
(μ1-r)2

σ21
V′(x,b)
V″(x,b
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

-δV(x,b)
V″(x,b)=0

。

由文献[13-14]可知V(x,b)=C1(b)h1(x),其中满足:

1
2
(σ20+π2tσ21)h″1(x)+[μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr]h′1(x)-δh1(x)=0,

h1(0)=0{ 。

即1
2σ

2
0+(μ0+Rπ

tr)h′1
(x)

h″1(x)-
1
2
(μ1-r)2

σ21
h″1(x)
h″1(x
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
2

-δh1(x)
h″1(x)=0

。其特征方程为:

1
2σ

2
0ρ2+(μ0+Rπ

tr)ρ-
1
2
(μ1-r)2

σ21 +æ

è
ç

ö

ø
÷δ =0,

解之得ρ0=
-(μ0+Rtr)- Δ

σ20 <0,ρ1=
-(μ0+Rtr)+ Δ

σ20 >0,其中Δ=(μ0+Rtr)2+σ20
(μ1-r)2

σ21 +2æ

è
ç

ö

ø
÷δ 。如果

不考虑常数因子,由于初值条件h1(0)=0,则h1(x)有唯一解h1(x)=eρ0x-eρ1x。再由边界条件V′(b,b)=1可

得C1(b)= 1
h′1(b)

,即V(x,b)=h1
(x)

h′1(b)
。
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最优红利界是:当b=b*时,h′1(b)最小。假设b*>0时,满足h″1(b*)=0,可解得:b*=
lnρ20

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

ρ1-ρ0
,即最优分红

为V(x)=h1(x)
h′1(b*)。 证毕

接下来的目的是在0≤x≤b,t≤τ时,求解最优投资策略问题:

max
πt∈Π

1
2
(σ20+π21σ21)V″(x)+[μ0+πt(u1-r)+Rπ

tr]V′(x)-δV(x{ })=0,0≤x≤b,

s.t.
dRt=(Rπ

tr+μ̂Tπ̂tdt+π̂Tσ̂dW(t)-dD(t),

VaRπ,α
t ≤VaR(t,Rπ

t
{ )。

(3)

定理3 在动态VaR约束下,最优化问题(3)的最优投资策略为:

π*
t =

-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x)
,π1≤-

(μ1-r)V′(x)
σ21V″(x) ≤π2,

π1,-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) <π1,

π2,-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) >π2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 。

其中V(x)=h1(x)
h′1(b*)。

证明 当0≤x≤b,t≤τ时,优化问题(2)作为不等式约束的非线性规划,可建立随机Lagrange函数

L= 1
2
(σ20+π2tσ21)V″(x)+[μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr]V′(x)-δV(x{ })+
λ([k2σ21-(μ1-r)2]π2t-2c(μ1-r)πt+k2σ20-c2),

由一阶最优性条件有

π*
tσ21V″(x)+(μ1-r)V′(x)+λ2[k2σ21-(μ1-r)2]π*

t -2c(μ1-r{ })=0,

进而λ=- π*
tσ21V″(x)+(μ1-r)V′(x)

2[k2σ21-(μ1-r)2]π*
t -2c(μ1-r)

。

互补松驰条件为λ([k2σ21-(μ1-r)2]π2t-2c(μ1-r)πt+k2σ20-c2)=0,即λ=0或π*=π1 或π*=π1 时互补

松弛条件成立。下面分情况来讨论。

若λ=0,显然可得π*
t =-

(μ1-r)V′(x)
σ21V″(x)

,此时和无约束时的结果一致,说明这种情况下约束非积极。

若λ≠0,如果π*
t 满足动态 VaR约束,即π1≤π*

t =-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) ≤π2,那么此时最优投资策略就是

π*
t =-

(μ1-r)V′(x)
σ21V″(x)

。如若不然,即π*
t <π1 或者π*

t >π2。

当-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) <π1 时,当 然-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) <π2。因 此 先 讨 论 π1> -
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x)
,将 π1=

c(μ1-r)-k Δ
k2σ21-(μ1-r)2

代入(3)式,注意到V″(x)<0,有

π*
tσ21V″(x)+(μ1-r)V′(x)<0,2[k2σ21-(μ1-r)2]π*

t -2c(μ1-r)<0,
所以λ<0,即π1 是K-T(库恩-塔克)点。又由于该问题是凸规划问题,所以π*=π1。

当-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) >π2 时,显然有-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) >π1。将π2=c(μ1-r)+k Δ
k2σ21-(μ1-r)2

代入(3)式,注意到

V″(x)<0,有π*
tσ21V″(x)+(μ1-r)V′(x)>0,2[k2σ21-(μ1-r)2]π*

t -2c(μ1-r)>0,所以λ<0,即π1 是K-T(库
恩-塔克)点。又由于该问题是凸规划问题,所以π*=π2。 证毕

2.2.2当x>b时,受动态VaR约束的最优分红界、分红比例、分红现值最大期望与最优投资策略

定理4 当x>b时,若0<V′(x)≤1,则最优分红比例l*=β,最优分红界b*=
ln u20

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

u1-u0
,最优分红为V(x)=
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β
δ+

h2(x)
h′2(b*),h2(x)=e

u0x-eu1x。其中u0<0<u1 是特征方程

1
2σ

2
0u2+(μ0+Rtr-β)u-

1
2
(μ1-r)2

σ21 +2æ

è
ç

ö

ø
÷δ =0

的解。
证明 当x>b时,V(x,b)满足HJB方程

β+
1
2
(σ20+π2tσ21)V″(x,b)+[μ0+πt(μ1-r)+Rtr-β]V′(x,b)-δV(x,b)=0,

由一阶最优性条件有π*
t =-

(μ1-r)V′(x,b)
σ21V″(x,b)

。根据文献[13-14]有V(x,b)=β
δ+C2

(b)h2(x),且满足初值条件

h2(0)=0。此时 HJB方程相应的特征方程为1
2σ

2
0u2+(μ0+Rtr-β)u-

1
2
(μ1-r)2

σ21 +2æ

è
ç

ö

ø
÷δ =0,解之得u0=

-(μ0+Rtr-β)- Δ
σ20 <0,u1=-

(μ0+Rtr-β)+ Δ
σ20 >0,其中Δ=(μ0+Rtr-β)2+σ20

(μ1-r)2
σ21 +2æ

è
ç

ö

ø
÷δ 。

如果不考虑常数因子,由于初值条件h2(0)=0,则有唯一解h2(x)=eu0x-eu1x,由于V(x,b)二阶连续可微,

再由初始条件V′(b,b)=1可知C2(b)= 1
h′2(b)

,即V(x,b)=β
δ+

h2(x)
h′2(b)

。最优红利界是:当b=b*时,h′2(b)最小。

假设b*>0时,满足h″2(b*)=0,同理可解得:b*=
lnu20

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

u1-u0
,即最优分红为V(x)=β

δ+
h2(x)
h′2(b*)。 证毕

最后目的是在x>b,t≤τ时,求解最优控制问题

  

max
πt∈Π

1
2
(σ20+π2tσ21)V″(x)+β+[(μ0+πt(μ1-r)+Rπ

tr)-β]V′(x)-δV(x{ })=0,x≥b,

s.t.
dRt=(Rπ

tr+췍μT췍ππt)dt+πTt췍σdW(t)-dD(t),

VaRπ,α≤VaR(t,Rπ
t

{ )。

(4)

定理5 在动态VaR约束下,最优化问题(4)的最优投资策

π*
t =

-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x)
,π1≤-

(μ1-r)V′(x)
σ21V″(x) ≤π2,

π1,-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) <π2,

π2,-
(μ1-r)V′(x)

σ21V″(x) >π2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 。

其中V(x)=β
δ+

h2(x)
h′2(b*)。

定理5的证明与定理2的证明类似。
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OptimalApproachforInsuranceCompanywithThreshold
DividendStrategyunderDynamicVaRConstraint

SUNZongqi1,LIUXuanhui2,JIYongqiang1,CHENSiyuan1

(1.DepartmentofMathematics,Xi’anSiyuanUniversity,Xi’an710038;

2.CollegeofScience,Xi’anPolytechnicUniversity,Xi’an710048,China)

Abstract:Underthehypothesisthattheinsurance’sreservepricefollowsadiffusionprocess,anoptimalportfolioproblemthatcom-
binesathresholddividendstrategyisstudiedunderdynamicVaRconstrain.Basedonthecriterionofmaximizingtheexpectedpres-
entvalueofdividendpaymentsuntilruin,usingdynamicprogrammingprincipletheoptimalfinancialapproachwasestablishedby
solvingtheHJBequation.
Keywords:thresholddividendstrategy;dynamicVaRconstrain;diffusionprocesses;HJBequation;stochasticLagrangefunction;

K-Tpoint;investmentapproach
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