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利用混合Gibbs算法给出广义指数分布参数的贝叶斯估计
*
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摘要:在分组数据和定数截尾场合,分别利用混合 Gibbs算法给出广义指数分布参数的Bayes估计,并进行蒙特卡罗模

拟,计算参数Bayes估计的均值、均方误差与可信区间,给出模拟过程中参数的轨迹图、直方图和自相关系数图,结果显示

该算法可行、稳定、精度高。
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广义指数分布是指数分布的推广,在可靠性系统工程等领域有重要应用[1-4]。对于带有一定先验信息的数

据,Bayes估计具有独特优势,但在不完全数据场合,广义指数分布的后验分布很复杂,参数的完全条件分布不易

抽样,如果用单一的Gibbs抽样法很难求得Bayes估计。可参照文献[5-8],将Gibbs抽样和自适应抽样等方法

结合,但这些方法存在一些缺点:如公式推导较为复杂,不容易理解,计算机模拟效果也不十分理想,特别是受后

验分布具体形式影响很大。因此,希望找到一种通俗易懂、约束条件少、稳定性强、模拟效果好的抽样方法。本

文将Gibbs抽样和 Metropolis算法结合(混合Gibbs算法)分别给出分组数据、定数截尾样本场合广义指数分布

参数的Bayes估计。

1混合Gibbs算法

在一般情况下参数的Bayes估计可转化为某后验分布π(x)的积分计算,然而当后验分布π(x)是复杂形式

时,积分计算常常无法进行,但可利用总体π(x)的样本估计此积分。MCMC方法[9-11]是生成π(x)样本的一种十

分有效的方法,首先构造一个马氏链,使其平稳分布恰好为π(x),然后利用此马氏链的样本轨迹作为总体π(x)
的样本。马氏链转移核的构造方法不同形成了不同的 MCMC方法,比如Gibbs抽样法和 M 算法。当后验分布

是高维、非标准形式时,整体抽样往往非常困难,而利用序贯抽样思想可有效解决高维问题。Gibbs抽样首先通

过获得各个参数的完全条件分布,然后按其分量逐个抽样,这大大简化了问题。但是,当在某个或某些Gibbs步

中的完全条件分布不易抽样时,这就需要借助其它抽样方法。在低维抽样时,M 算法非常方便,但在高维时,往
往很难选择建议分布,而Gibbs抽样能起到降维的作用,把高维抽样转化为低维抽样,因此将二者结合使用,可
优势互补,达到意想不到的效果。本文所指的混合Gibbs算法是将Gibbs抽样和 M 算法结合使用,即在Gibbs
抽样的某个或某些Gibbs步中使用 M算法抽取样本。

2分组数据场合广义指数分布参数的Bayes估计

设某产品的寿命T 服从两参数广义指数分布,其分布函数和密度函数分别为:

Ft|α,( )λ =(1-e-λt)α,ft|α,( )λ =αλ(1-e-λt)α-1e-λt,t>0,α>0,λ>0。
其中α为形状参数,λ为尺度参数。

在时刻τ0=0随机抽取n个产品同时投入试验并定期检测,如果发现失效,则停止检测。由于种种原因(比
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如技术、成本等),产品失效的具体时间未知,只能获得产品的失效时间区间,这样便可获得一组分组数据。已

知:检测时刻为τ0,τ1,…,τk,它满足0=τ0<τ1<…<τk-1<τk=∞,落入时间区间[τj-1,τj)中的失效个数为rj,

j=1,2,…,k。将上述已知信息记为Y,具体失效时间t1,t2,…,tn 未知。

由于Gibbs抽样需要利用参数的完全条件分布,这就需要联合分布f(t1,…,tn|α,λ,Y)的样本,但是分组数

据的具体样本未知,这给抽样带来了很大困难。此时,可引进t=(t1,t2,…,tn),t1≤t2≤…≤tn 为未观测到的具

体试验数据,考虑(t,α,λ)的后验分布。显然t的完全条件分布为

f(t1,…,tn|α,λ,Y)∝f(t1|α,λ,Y)…f(tr1|α,λ,Y)I(0≤t1≤…≤tr
1
<τ1)
·

f(tr1+1|α,λ,Y)…f(tr1+r2|α,λ,Y)I(τ1≤tr1+1
≤…≤tr1+r2

<τ2)
·…·f(trk+1|α,λ,Y)…f(tn|α,λ,Y)I(τk-1≤trk+1

≤…≤tn)
。

设Xj 为落入区间[τj-1,τj)的随机变量,即该产品寿命T 在[τj-1,τj)上的截断分布,其中j=1,2,…,k,则

Xj 的条件密度为

fjt|α,λ,( )Y = ft|α,λ,( )Y
Fτj|α,λ,( )Y -Fτj-1|α,λ,( )Y I(τj-1≤t<τj)=

αλ(1-e-λt)α-1e-λt
(1-e-λτj)α-(1-e-λτj-1)αI

(τj-1≤t<τj),

故可分别从截断分布fjt|α,λ,( )Y 中抽取rj 个样本(j=1,2,…,k),这样便可得到f(t1,…,tn|α,λ,Y)的n个样

本,记为t1,…,tn。

样本t1,t2,…,tn 的联合密度函数为

f(t1,t2,…,tn|α,λ)=∏
n

i=1
f(ti|α,λ)=αnλn∏

n

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
n

i=1
t{ }i ,

当α,λ未知时,若取α,λ的联合先验密度π(α,λ)∝1,则其联合后验密度

π(α,λ|t1,…,tn)∝αnλn∏
n

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
n

i=1
t{ }i

α,λ的完全条件分布分别为:

π(α|t1,…,tn,λ)∝αn∏
n

i=1

(1-e-λti)α-1,π(λ|t1,…,tn,α)∝λn∏
n

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
n

i=1
t{ }i 。

可见,参数α,λ的完全条件分布比较复杂,直接抽样很难,下面使用混合Gibbs算法抽样。需要说明的是,混
合Gibbs算法对后验分布形式没有要求,一般对α,λ的不同先验分布都较容易抽样,因此本文只研究上述一种先

验分布的情形,其它情况类似。
在分组数据场合,用混合Gibbs算法求广义指数分布参数的Bayes估计步骤如下。
在Gibbs抽样中,给出初值(α(0),λ(0)),设第i+1次迭代开始时的估计值为(α(i),λ(i)),则第i+1次迭代可分

为以下3步。

1)从f(t1,…,tn|α(i),λ(i),Y)抽取样本t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n 。

从截断分布fj(t|α(i),λ(i),Y)中抽取样本rj(j=1,…,k)个,得f(t1,…,tn|α(i),λ(i),Y)的样本共n个,记作

t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n 。这里采用Gibbs抽样的区组化改进方法同时抽取t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n 。

2)利用 M算法从π(α|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,λ(i))抽取样本α(i+1)。

不妨取α的建议分布q(α′)为N(αk,σ2α),其中αk 为当前状态,σα 为标准差。

a)从N(αk,σ2α)抽取一个样本α′,若α′≤0,则重新抽样。

b)计算接受概率

α(αk,α′)=min1,π
(α′|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,λ(i))

π(αk|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,λ(i){ })=min1,α′α
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

n

∏
n

j=1
1-e-λ

(i)t(i+1)( )j α′-α{ }k 。

c)从均匀分布U(0,1)抽取样本u,令αk+1=
α′,u≤α(αk,α′)

αk,u>α(αk,α′{ )
。

d)令k=k+1,返回第a)步。

3)利用 M算法从π(λ|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,α(i+1))抽取样本λ(i+1)。

取建议分布q(λ′)为N(λk,σ2λ),其中λk 为当前状态,σλ 为标准差。
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a)从N(λk,σ2λ)抽取一个样本λ′,若λ′<=0,则重新抽样。

b)计算接受概率

α(λk,λ′)= min1,π
(λ′|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,α(i+1))

π(λk|t(i+1)1 ,t(i+1)2 ,…,t(i+1)n ,α(i+1){ })= min1,λ′λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

n

∏
n

j=1

1-e-λ′t
(i+1)
j

1-e-λkt
(i+1)

æ

è
ç

ö

ø
÷

j

α(i+1)-1

exp-(λ′-λk)∑
n

j=1
t(i+1){ }{ }j 。

c)从均匀分布U(0,1)抽取样本u,令λk+1=
λ′,u≤α(λk,λ′)

λk,u>α(λk,λ′{ )
。

d)令k=k+1,返回第a)步。
在2)、3)步中,当用 M算法得到的马氏链达到均衡状态后,它们的任一个样本就可分别作为α(i+1)与λ(i+1),

这样完成了α(i),λ(i)→α(i+1),λ(i+1)的一次迭代,令i=i+1,重复上述1)~3)步。当遍历均值趋于稳定后,样本轨

迹就可作为α,λ的后验分布样本,从而进行Bayes估计,为了使得到的样本近似独立,可间隔取样。
例1 设某种产品的寿命T 服从两参数α=2,λ=1的广义指数分布,检测时刻τ0=0,τ1=0.4,τ2=0.8,

τ3=1.2,τ4=1.6,τ5=2,τ6=3,τ7=4,τ8=∞,由落在区间[τj-1,τj)(j=1,2,…,8)的样本数目rj 不同,而依次取

得下面6组分组数据(见表1),考查参数的Bayes估计和可信区间,结果见表2,并给出前两组数据模拟过程中每

个参数的轨迹图、直方图和自相关系数图,见图1~2,其它4组类似。

表1 广义指数分布6组分组数据

Tab.1 Sixgroupeddataofgeneralizedexponentialdistribution

组数 [0,0.4) [0.4,0.8) [0.8,1.2) [1.2,1.6) [1.6,2) [2,3) [3,4) [4,∞)

1 21 44 33 27 18 34 20 3
2 19 45 36 33 24 22 12 9
3 24 34 31 32 20 34 14 11
4 27 31 39 26 18 41 13 5
5 15 45 30 26 24 41 10 9
6 22 35 39 24 23 41 8 8

表2 广义指数分布参数的Bayes估计和可信区间

Tab.2 Bayesestimationandconfidenceintervalsofgeneralizedexponentialdistributionparameters

组别 α̂ λ̂ α的95%可信区间 λ的95%的可信区间

第1组 2.0186 1.0013 [1.5757,2.5246] [0.8390,1.1775]

第2组 2.1146 1.0511 [1.6415,2.6773] [0.8794,1.2500]

第3组 1.7942 0.8739 [1.4319,2.2188] [0.7173,1.0306]

第4组 1.9062 0.9668 [1.4992,2.3737] [0.8122,1.1316]

第5组 2.2196 0.9936 [1.7401,2.7818] [0.8383,1.1610]

第6组 2.0361 0.9867 [1.5677,2.5470] [0.8225,1.1529]

6组均值 2.0149 0.9789 - -
6组均方误差 0.0190 0.0033 - -

  可见,对于上面6组数据,使用混合Gibbs算法求得广义指数分布参数的Bayes估计,结果令人满意。两个

参数的Bayes估计均值都很接近真值,且均方误差较小,即Bayes估计精度较高,它也在一定程度上说明了该算

法得到结果的准确性。获得样本后,可求得参数的Bayes估计,并可利用样本分位数求得参数的95%可信区间,
由表2知,α,λ的可信区间均覆盖真实值且相对较短。

对于上面6组数据,均选取初值α=3,λ=2,迭代不到100次,α,λ的遍历均值就已经趋于稳定,即马氏链已

达到均衡状态,为稳妥起见,去除前100次迭代,再迭代5000次,由自相关系数图知,在Lag=5左右,样本的自

相关系数已接近于0,所以每隔5个数据取1个样本,从而得到α,λ的各1000个样本。在平方损失函数下,参数

α,λ的Bayes估计就是期望,所以样本均值就是其估计值。在本例中,利用混合Gibbs算法求参数Bayes估计,
效率高,速度快。注意,在每一次Gibbs抽样中,用 M算法分别构造参数α,λ的马氏链,不到100次迭代就已经

收敛,为简单起见,均取第101次迭代结果作为样本。
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图1 第1组分组数据的Bayes估计结果

Fig.1 Bayesestimationresultsofthefirstgroupeddata

图2 第2组分组数据的Bayes估计结果

Fig.2 Bayesestimationresultsofthesecondgroupeddata

3定数截尾样本场合广义指数分布参数的Bayes估计

设抽取n个产品进行寿命试验,当有r个产品失效时停止试验,可得到次序失效数据t1≤t2≤…≤tr,其联合

密度函数为

f(t1,t2,…,tr|α,λ)=∏
r

i=1
f(ti|α,λ)∏

n

i=r+1

(1-F(tr|α,λ))=αrλr∏
r

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
r

i=1
t{ }i [1-(1-exp{-λtr})α]n-r

仍取α,λ的联合先验π(α,λ)∝1,于是可得联合后验分布:

π(α,λ|t1,…,tr)∝αrλr∏
r

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
r

i=1
t{ }i [1-(1-exp{-λtr})α]n-r,

α,λ的完全条件分布分别为:
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π(α|t1,…,tn,λ)∝αr∏
r

i=1

(1-e-λti)α-1[1-(1-exp{-λtr})α]n-r,

π(λ|t1,…,tn,α)∝λr∏
r

i=1

(1-e-λti)α-1exp-λ∑
r

i=1
t{ }i [1-(1-exp{-λtr})α]n-r。

显然,参数α,λ的完全条件分布也不易抽样,仍需使用混合Gibbs算法抽样。
在定数截尾样本场合的混合Gibbs抽样与分组数据场合类似,只须稍作变动:第i+1次迭代分为2步:
1)利用 M算法从π(α|t1,t2,…,tr,λ(i))抽取样本α(i+1)。
此步同分组数据场合步骤2),只须将接受概率改为

α(αk,α′)= min1,π
(α′|t1,t2,…,tr,λ(i))

π(αk|t1,t2,…,tr,λ(i){ })= min1,α′α
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

r

∏
r

i=1

(1-e-λ
(i)ti)α′-αk

1-(1-exp{-λ(i)tr})α′

1-(1-exp{-λ(i)tr})α
é

ë
êê

ù

û
úúk

n-

{ }
r
。

2)利用 M算法从π(λ|t1,t2,…,tr,α(i+1))抽取样本λ(i+1)。
此步同分组数据场合步骤(3),只须将接受概率改为

α(λk,λ′)=min1,π
(λ′|t1,t2,…,tr,α(i+1))

π(λk|t1,t2,…,tr,α(i+1){ })=

min1,λ′λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

r

∏
r

i=1

1-e-λ′ti

1-e-λkt
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

α(i+1)-1

exp-(λ′-λk)∑
r

i=1
t{ }i

1-(1-exp{-λ′tr})α
(i+1)

1-(1-exp{-λktr})α
(i+1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)

n-

{ }
r

。

在1)、2)步中,若利用 M 算法得到的两条马氏链都已达到均衡状态,则后面的任一个样本就可分别作为

α(i+1)与λ(i+1)。接下来求Bayes估计的具体做法与分组数据场合相同。
例2 设某种产品的寿命T 服从参数(α,λ)为(1.5,1)和(1,1)的广义指数分布,在20%定数截尾样本下,进

行 Monte-Carlo模拟100次,每次均产生200个广义指数分布随机数。
1)为了详细说明混合Gibbs算法的实现过程,给出每组参数第1次模拟时的Bayes估计和可信区间(见表

3),并给出模拟过程中每个参数的轨迹图、直方图和自相关系数图,见图3~图4。
2)为了进一步说明该算法的精确度和稳定性,给出100次模拟Bayes估计的均值和均方误差(见表4)。

表3 广义指数分布参数的Bayes估计与可信区间

Tab.3 Bayesestimationandconfidenceintervalsofgeneralizedexponentialdistributionparameters

真值 α̂ λ̂ α的95%可信区间 λ的95%的可信区间

(α,λ)=(1.5,1) 1.5518 1.0282 [1.2614,1.9305] [0.8437,1.2383]
(α,λ)=(1,1) 1.0229 1.0226 [0.8284,1.2418] [0.8045,1.2603]

图3 定数截尾场合((α,λ)=(1.5,1))的Bayes估计结果

Fig.3 Bayesestimationresultsincensoredoccasion((α,λ)=(1.5,1))
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图4 定数截尾场合((α,λ)=(1,1))的Bayes估计结果

Fig.4 Bayesestimationresultsincensoredoccasion((α,λ)=(1,1))

  在该例中,去除前100次迭代,再迭代5000次,隔5个数据取1个样本,获得α,λ的1000个样本,计算参数

α,λ的Bayes估计和95%可信区间。在每次Gibbs抽样中,得到α,λ的两条马氏链,取每条马氏链的第101次迭

代结果作为参数的样本。

表4 Bayes估计的均值与均方误差

Tab.4 MeanandmeansquareerrorofBayesestimation

参数 真值 初值 均值 均方误差

(α,λ) (1.5,1) (2.5,2) (1.5849,1.0514) (0.0389,0.0150)
(α,λ) (1,1) (2,2) (1.0490,1.0596) (0.0140,0.0194)

  由表4知,在定数截尾样本场合,Bayes估计精度较高。

4结论

无论在分组数据场合,还是在定数截尾样本场合,利用混合Gibbs算法求广义指数分布参数的Bayes估计,
估计精度高且模拟速度快,可见该算法可行、稳定。这种混合Gibbs算法通俗易懂,约束条件少、适用面广,对后

验分布形式没有要求,对不同先验分布形式都比较容易抽样,特别适用于高维的、非标准形式的后验分布情形。
致谢:天水师范学院重点建设学科(动态图像中的大数据处理)支持。
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BayesianEstimationoftheParametersofGeneralized
ExponentialDistributionbyMixedGibbsAlgorithm

WANGBingcan,WEIYanhua
(SchoolofMathematicsandStatistics,TianshuiNormalUniversity,TianshuiGansu741001,China)

Abstract:ItgivesBayesianestimationofgeneralizedexponentialdistributionparametersusingmixedGibbsalgorithminthegrouped

dataandtypeIIcensoredsamplesoccasions,calculatestheestimatedmean,meansquareerrorandtheconfidenceintervalforthepa-
rameterbytheMonte-Carlosimulation,giveslocus,histogramsandautocorrelationcoefficientfigureoftheparametersinthesimu-
lationprocess.Theresultsarequitesatisfied;thealgorithmisfeasible,stableandhighprecision.

Keywords:Gibbssampling;generalizedexponentialdistribution;groupeddata;typeiicensoredsample;Bayesianestimation
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