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OT(X,Y;θ)的一类特殊子半群Me 及其极大(小)元*
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摘要:由于保序夹心半群OT(X,Y;θ)的幂等元集E(OT(X,Y;θ))不构成子半群,对E(OT(X,Y;θ))加某些限制条件后,

得到幂等元集E(OT(X,Y;θ))的真子集 Me,证明了 Me 是半群OT(X,Y;θ)的子半群,讨论了 Me 在自然偏序下的一些结

论,此外,还描述了子半群 Me 的极大(极小)元与覆盖元。
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自然序关系在半群理论的研究中有非常重要的意义,多年来它一直是半群理论的一个重要研究课题。1952
年,Vager研究了逆半群上的“自然偏序”,设S是一个逆半群,ES 是S 中所有幂等元的构成集合,S上的自然序

关系定义为:

a≤b⇔∃e∈ES,∋a=eb。 (1)

这种序关系于半群的乘法是左、右相容的,即对任意a,b,c∈S,a≤b蕴涵ac≤bc且ca<cb。经历了30年,

这个概念被Hartwig[1]和Nambooripad[2]推广到正则半群上,最常用的定义为:

a≤b⇔∃e,f∈ES,∋a=eb=bf。 (2)

然而这种序关系于半群的乘法不是左、右相容的。当半群S是逆半群时,这种群关系恰好是(1)。Mitsch[3]

又把正则半群上的自然偏序关系进一步推广到任意半群S上,定义为:

a≤b⇔∃x,y∈S1,∋a=xb=by,a=xa。 (3)

当半群S是正则半群时,这种关系恰好是(2)。设TX 是X 上的全变半群,在文献[4]中赋予自然偏序关系

(2)的半群TX,根据变换的像和核刻画了这个自然序,讨论了自然偏序关系于变换乘法的相容性,并刻画了极大

元、极小元和覆盖元。在文献[5]中,裴慧生、邓伟娜研究了保持序和等价关系的自然偏序变换半群,讨论何时这

个半群中的两个元素是相关的,然后确定这个半群中那些关于自然偏序是相容的元素,并刻画了极大元、极小元

和覆盖元。

设X,Y 任意的非空全序集合,OT(X,Y)是X 到Y 的全体保序映射构成的集合,θ是Y 到X 的一个确定的

保序映射。∀α,β∈OT(X,Y)定义:α췍β=αθβ,这里αθβ表示一般映射的合成,则OT(X,Y)关于运算췍构成一个半

群,称为保序夹心半群,记为OT(X,Y;θ)。当 X,Y 都是有限集合且 X >1,Y >1时,称保序夹心半群

OT(X,Y;θ)为有限保序夹心半群。文献[6]研究了OT X,Y;( )θ 的正则元、幂等元的一些特殊性质。本文未定义

的术语及符号见文献[7-8]。

1预备知识

引理1 记α=
A1 A2 … Ar …

b1 b2 … br

æ

è
çç

ö

ø
÷÷…
∈OT(X,Y;θ),则α∈E(OT(X,Y;θ))⇔biθ∈Ai,i≥1。
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半群OT(X,Y;θ)的幂等元集E(OT(X,Y;θ))不构成OT(X,Y;θ)的子半群,例如:设X= 1,2,3,…,{ }15 ,

Y= 1,2,3,…,{ }14 ,令θ=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1 2 3 3 4 5 7 8 9 10 11 12 14 14
,

α=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1 4 6 6 6 8 10 10 10 10 13 15 15

β=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14æ

è
ç

ö

ø
÷

2 4 4 6 7 9 9 9 10 11 12 13 13 14
,

则αθβ=
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14æ

è
ç

ö

ø
÷

2 2 4 6 6 6 9 10 10 10 10 13 14 14
。

由引理1知,α,β∈E(OT(X,Y;θ)),又因为{7}∈X/ker(αθβ),7在αθβ下的像是9,但是9在θ下的像是8∉
{7},所以由定理1知α췍β=αθβ∉E(OT(X,Y;θ))。因此,考虑对E(OT(X,Y;θ))的元素加限制条件,得到幂等

元集E(OT(X,Y;θ))的真子集Me。

定义1 记 Me={g:Xe⊆Xg且∀b∈{Xg-Xe},bg-1 =1,e,g∈E(OT(X,Y;θ))}。

注 在Me 定义中,若将条件∀b∈{Xg-Xe},bg-1 =1去掉,则 Me 变为{g:Xe⊆Xg且e,g∈E(OT(X,

Y;θ))},将这个集合记为Ne,易知Ne 不构成子半群。例如:设X= 1,2,…,{ }6 ,Y= 1,2,…,{ }6 ,令θ是Y 到X

的 恒 等 映 射,即 θ =
1 2 3 4 5 6æ

è
ç

ö

ø
÷

1 2 3 4 5 6
,e =

1 2 3 4 5 6æ

è
ç

ö

ø
÷

1 6 6 6 6 6
∈ E (OT (X,Y;θ)),α =

1 2 3 4 5 6æ

è
ç

ö

ø
÷

1 3 3 6 6 6
∈Ne,β=

1 2 3 4 5 6æ

è
ç

ö

ø
÷

1 1 4 4 6 6
∈Ne,则αθβ=

1 2 3 4 5 6æ

è
ç

ö

ø
÷

1 4 4 6 6 6
。因为 2,{ }3 ∈X/ker

αθ( )β ,2,{ }3 在αθβ下的像是4,但是4在θ下的像是4∉ 2,{ }3 ,所以由定理1知αθβ∉E(OT(X,Y;θ)),故αθβ∉
Ne。

2主要结果及其证明

由于定理的证明需要用到以下两个引理,因此,先介绍这两个引理。

引理2[6] 若f∈E(OT(X,Y;θ)),则Xf=Yθf 且θ Xg是单射。

引理3[6] 设∀f,g∈E(OT(X,Y;θ)),若Xf⊆Xg,则f췍g=f∈E(OT(X,Y;θ))且g췍f∈E(OT(X,Y;θ))。

2.1Me 是子半群定理的证明

定理1 Me 是OT(X,Y;θ)的子半群。

证明 首先,证Xe⊆Xgθh。∀g,h∈Me,则Xe⊆Xg,Xe⊆Xh,则Xg,Xh之间的关系有以下两种:具有包

含关系或不具有包含关系。

若Xg与Xh 之间具有包含关系,不妨设Xg⊆Xh,则由引理3知g췍h∈Me。

若Xg与Xh 之间不具有包含关系,∀a∈Xg,当a∈Xe⊆Xg时,有a∈Xh,所以(ae-1)(eθ)=(ag-1)(gθ)

=(ah-1)(hθ)。又因为e,g,h∈E(OT(X,Y;θ)),所以Xeθ▷X/(kere),Xgθ▷X/(kerg),Xhθ▷X/(kerh),所

以aθ∈ae-1,aθ∈ag-1,aθ∈ah-1,所以ae-1∩ag-1∩ah-1≠φ,故(ag-1)(gθh)=a。

当a∈ Xg-{ }Xe 时,因为g∈Me,所以 ag-1 =1。若aθ∈Bi∈X/(kerh)且Bih∈Xe,则aθh∈Xe,此时

Xgθh=Xe。若aθ∈Bi∈X/(kerh)且Bih∉Xe,则aθh∈ Xh-{ }Xe ,此时Xgθh⊃Xe。

综上得Xe⊆Xgθh。其次,证∀d∈ Xgθh-{ }Xe ,有 dgθ( )h -1 =1。∀a1,a2∈ Xg-{ }Xe ,由g∈Me 知

a1g-1 =1,a2g-1 =1,则a1θh,a2θh有以下3种情况:

1)若a1θh∈Xe,a2θh∈Xe,则显然Xgθh=Xe。

2)若a1θh∉Xe,a2θh∉Xe,设d1=a1θh,d2=a2θh,则d1≠d2。(否则,d1=a1θh=a2θh=d2,d1∉Xe,则

d1h-1 ≥2,与Me 的定义∀a∈ Xh-{ }Xe ,ah-1 =1矛盾),所以 d1 gθ( )h -1 =1,d2(gθh)-1 =1。
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3)若d1=a1θh,d2=a2θh中只有一个属于Xe,不妨设d1=a1θh∈Xe,d2=a2θh∉Xe,则 d2(gθh)-1 =1。

综上得∀d∈ Xgθh-{ }Xe ,有 dgθ( )h -1 =1。

最后,证g췍h∈E(OT(X,Y;θ))。∀d∈Xgθh,当d∈Xe时,d∈Xg,d∈Xh。

所以(de-1)(eθ)=(dg-1)(gθ)=(ah-1)(hθ),因为Xeθ▷X/(kere),Xgθ▷X/(kerg),Xhθ▷X/(kerh),所
以de-1∩dg-1∩dh-1≠φ,所以(dg-1)(gθh)=d,从而dg-1=d(gθh)-1。

又因为g∈E(OT(X,Y;θ)),所以d∈dg-1,故d∈d(gθh)-1。当d∈ Xgθh-{ }Xe 时,由上述证明知

dgθ( )h -1 =1。又因为d∈ Xgθh-{ }Xe ,所以d∈ Xh-{ }Xe ,所以 dh-1 =1。又因为h∈E(OT(X,Y;θ)),

所以dθ=d,所以dθ∈d(gθh)-1,综上得Xgθh▷X/ker(gθh),所以gθh∈E(OT(X,Y;θ)),

所以gθh∈Me。故Me 是OT(X,Y;θ)的子半群。 证毕

2.2自然偏序的刻画

定理2 设f,g∈Me,则f≤g当且仅当ker(g)加细ker(f)且Xf⊆Xg。

证明 必要性。∀f,g∈Me,则由引理2知θ|Xf,θ|Xg都是单射。设f≤g,则存在h,k∈Me,使得f=h췍g=

g췍k,f=h췍f。因为f=h췍g=g췍k,所以ker(g)加细ker(f)且Xf⊆Xg。

充分性。设ker(g)加细ker(f)且Xf⊆Xg成立。需要构造h,k∈Me使得f=h췍g=g췍k,f=h췍f。首先定

义k,因为ker(g)加细ker(f),所以∀Bi∈X/ker(g),∃Aj∈X/ker(f)使得Bi⊆Aj。因为g∈Me,所以Bigθ∈
Bi⊆Aj,所以∀Aj∈X/ker(f)有Aj∩Yθ≠φ。

记f=
A1 A2

b1 b2

… Ar

… b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
∈Me,所以定义:

∀x∈X,xk=

bj,x≤max(Xgθ∩Aj),1≤j≤r

bj,x>max(Xgθ∩Aj)且Aj+1f∉Xe,1≤j≤r-1

bj+1,x>max(Xgθ∩Aj)且Aj+1f∈Xe,1≤j≤r-1

br,x>max(Xgθ∩Aj

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï )

一方面由k的定义知k 是保序的,由f=
A1 A2

b1 b2

… Ar

… b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

及k 定义知,k=
A′1 A′2
b1 b2

… A′r

… b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r

且

Ai∩A′i≠φ,i=1,2,…,r,又因为f∈Me,由k 的定义知k∈Me。又因为 Xf⊆Xg,所以 Xk⊆Xg=Xk∪
Xg-{ }Xk ,所以 Xg-{ }Xkθk⊆Xk,又k∈Me,所以k=kθk。

另一方面∀Bi∈ker( )g ,则∃Aj∈ker( )f ,∋Bi⊆Aj。因为g∈E(OT(X,Y;θ)),所以Xgθ▷kerg。

当Bi=Aj 时Bigθ∈Bi=Aj,又因为Aj∩Aj′≠φ,Xgθk=Xk,所以Bigθk=bi,即bi(gθk)-1=Bi。

当Bi⊂Aj 时,则∃Bi+1,Bi+2,…,Bi+t∈ker( )g ,(i+t≤r),且Bi+1,Bi+2,…,Bi+t⊂Aj,∋Bi∪Bi+1∪…∪

Bi+t=Aj。又 因 为 Xgθ▷ker(g),所 以 Bigθ∈Bi,Bi+1gθ∈Bi+1,…,Bi+tgθ∈Bi+t,i+t≤r。所 以

Bigθ,Bi+1gθ,…,Bi+tg{ }θ ⊆Bi∪Bi+1∪…∪Bi+t=Aj。

又因为Aj∩Aj′≠φ,Xgθk=Xk,所以Bigθk=Bi+1gθk=…=Bi+tgθk=bj。所以bj(gθk)-1=Bi∪Bi+1∪…

∪Bi+t=Aj,所以ker(gθk)=ker(f)。即存在k∈Me 使得f=g췍k。

下 面 构 造 h ∈ Me 使 得 f =h췍g。 记 f =
A1 A2 … Ar

b1 b2 … b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
∈ Me,所 以 定 义:xh =

xθ-1,x∈bif{ }-1 ,bi∈Xe,{bif-1}={big-1},{bif-1}⊆{Yθ}且 xθ-1 =1,xθ-1⊄Xe。

Xf,{ 其他情况

由h的定义知h 是保序的,由f∈Me 知h∈Me,即存在h∈Me 使得f=h췍g。由h的定义知h췍g=hθg=f。

故设f,g∈Me,则f≤g当且仅当ker(g)加细ker(f)且Xf⊆Xg。 证毕

推论1 设f,g∈Me,并且f≤g,则下列结论成立:

1)若Xf=Xg则f=g;
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2)∀A∈X/ker(f),存在B∈X/ker(g),使得B⊆A 并且f(A)=g(B);

3)若ker(f)=ker(g)则f=g。

证明 1)因为f,g∈Me,由定理2知ker( )g 加细ker( )f ,且Xf⊆Xg。又因为Xf=Xg所以f=g,结论

1)成立。

2)由f≤g及定理2知ker(g)加细ker(f),所以∀B∈X/ker(g)∃,A∈X/ker(f)使得B⊆A。因为ker
(f),ker(g)都是有限集合X 的分解,所以∀A∈X/ker(f),∃B∈X/ker(g)使得B⊆A。又因为f≤g,定理2知

Xf⊆Xg,所以f(A)=g(B)。故∀A∈X/ker(f),∃B∈X/ker(g)使得B⊆A 并且f(A)=g(B)。

结论3)可由结论2)直接得到。 证毕

2.3极大元、极小元和覆盖元

定义2 设f,g∈Me,若f<g,并且不存在h∈Me使得f<h<g,则g称是f的一个上覆盖。对偶地,可以

定义下覆盖,下面主要讨论子半群Me 中的极大元,极小元和覆盖元。

定理3 设f∈Me,Xf▷ker( )θ ,则f是极大元。

证明 假设f不是极大元 ,则存在g∈Me 使得f<g,由定理2知Xf⊂Xg,所以 Xg > Xf 因为g∈
Me,所以θ Xg是单射,所以 Xg ≤ ker(θ),所以 Xf < Xg ≤ ker( )θ 这与Xf▷ker(θ)矛盾。故假设不

成立,所以f是极大元。 证毕

定理4 设是f∈Me,f是极小元⇔f常值映射。

证明 必要性。如果f不是常值映射,则 Xf >1。取a∈Xf,Xg={ }a ,则显然有g∈Me并且g<f,这
说明f不是极小元。

充分性。设f是常值映射,即Xf={ }a 。如果有某个g∈Me使得g≤f,由定理2知Xg⊆Xf={a}进而

Xf=Xg。由推论1的结论1)知f=g。 证毕

定理5 设f∈Me,若f不是极大元,则f存在上覆盖。

证明 设f∈Me,f 不是极大元,则由定理3知,Xf 不是ker(g)的截面,所以 Xf < ker(θ)。设f=
A1 A2 … Ar

b1 b2 … b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
∈Me,则必存在某个Ai∈X/ker( )f 使得 Ai∩Yθ ≥2,(否则Xf 是ker(θ)的截面)取定

a∈ x:x∈Ai∩Yθ-bi{ }θ 。

1)若biθ=maxx:x∈Ai∩Y{ }θ ,则定义:

g=
A1 A2 … Ai-1 B Bi Ai+1 … Ar

b1 b2 … bi-1 b bi bi+1 … b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
∈Me,

其中B= x:x∈Ai,x<bi{ }θ ,Bi= x:x∈Ai,x≥bi{ }θ ,b∈aθ-1,由g 的定义及f∈Me 知g∈Me 且ker(g)加细

ker(f),Xf⊂Xg,由定理2知f<g,即g是f 的一个上覆盖。

2)若biθ≠maxx:x∈Ai∩Y{ }θ ,则定义:

g=
A1 A2 … Ai-1 B Bi Ai+1 … Ar

b1 b2 … bi-1 b bi bi+1 … b

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

r
∈Me,

其中B= x:x∈Ai,x<bi{ }θ ,Bi= x:x∈Ai,x≥bi{ }θ ,b∈aθ-1,由g的定义及f∈Me 知g∈Me且ker(g)加细

ker(f),Xf⊂Xg,由定理2知f<g,即g是f 的一个上覆盖。

综合上可得,设f∈Me,若f是不极大元,则f存在上覆盖。 证毕

定理6 设f∈Me,若f不是极小元,则f存在下覆盖。

证明 设f∈Me,若f不是极小元,由定理4知Xf不是常值映射,则 Xf ≥2。取a∈Xf,Xg={ }a ,由f
∈Me 显然有g∈Me,并且g<f,即g是f 的一个下覆盖。故f存在下覆盖。 证毕
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ASub-semigroupMeofOT(X,Y;θ)andItsMaximal(Minimal)Elements

MOGuiquan
(CollegeofMathematicsandComputerScience,GuizhouNormalCollege,Guiyang550018,China)

Abstract:Inthispaper,wediscussasubsetofthefinitepreservingordersandwichsemigroup’sidempotentset.Becausetheidemp-

otentE(OT(X,Y;θ))ofthesemigroupOT(X,Y;θ)doesnotconstituteasubsemigroup,withsomelimitations,thesubsetMeof

idempotentsetisasub-semigroup,undernaturalorderoffiniteorderpreservingsandwichsemigroupOT(X,Y;θ)ofsub-semigroup

Me.Atthesametime,themaximal(minimal)elementsandthecoveringelementsofthesubsemigroupMearedescribed.

Keywords:sub-semigroupMe;naturalorder;themaximalelements;theminimalelements;thecoveringelements
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