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M-矩阵最小特征值的下界新估计
*
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摘要:对于非负矩阵A和 M-矩阵B的逆矩阵的 Hadamard积A췍B-1,利用optimallyscaled矩阵,Jacobi迭代矩阵和矩阵

特征值与特征向量的关系,给出A췍B-1的谱半径上界新的估计式。同时,利用相同的方法得到 M-矩阵B最小特征值的新

下界估计式。最后通过算例表明所得的估计式在一定条件下优于现有的估计式,且这些估计式都只依赖于矩阵的元素,

易于计算。
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M-矩阵不仅是矩阵论研究的重要矩阵类,而且在经济学、统计学、工程数学等诸多领域中有着重要的实用。
尤其近年来,许多学者对 M-矩阵最小特征值的界进行了深入研究,给出了一系列好的估计式[1-5]。本文继续对

M-矩阵B的最小特征值τ(B)的下界进行研究,给出一些新的估计式,在一定条件下新的估计式比现有结果[1-3]

更加精确。

1符号与引理

用Rn×n(Cn×n)表示全体n阶实(复)矩阵的集合,N表示全体正整数的集合,A>0(A≥0)表示A 为正(非负)
矩阵,ρ(A)表示A的谱半径,σ(A)表示A的谱。

设A=(aij)∈Rn×n,若aij≤0,i≠j,则称A为Z-矩阵,记A∈Zn。设A∈Zn,则A 可表示为A=sI-B,其中

B≥0,若s>ρ(B),则称A为M-矩阵,记A∈Mn。设A∈Zn,记τ(A)=min|λ|:λ∈σ(A{ }),称τ(A)为A的最小特

征值。
设A=(aij)∈Cn×n,B=(bij)∈Cn×n,用A췍B 表示A 和B 的对应元素相乘而成的矩阵,即A췍B=(aijbij)∈

Cn×n,称A췍B为A 和B 的Hadamard积。

设A=(aij)∈Cn×n,如果存在置换矩阵P,使得PTAP=
B C
0

æ

è
ç

ö

ø
÷

D
,其中B,D 分别是阶数大于等于1的方阵,

则称A是可约的,否则称A是不可约的。

设A=(aij)≥0为非负矩阵,D=diag(aii)。记G=A-D, =D-1
1 G,D1=diag(dii),其中dii=

1,aii=0
aii,aii≠{ 0

。

由 的定义知:

ρ( T)=ρ(D-1
1 GT)=ρ(GD-1

1 )=ρ(D-1
1 (GD-1

1 )D1)=ρ(D-1
1 G)=ρ( )。

为讨论方便,引进下述记号:设 A=(aij)∈Cn×n,i,j,k∈N,i≠j,Ri =∑
j≠i

|aij |,di = Ri

|aii|
,sji =

|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|dk

|ajj|
,mji=

|aji|+∑
k≠j,i

|ajk|ski

|ajj|
,mi=max

j≠i
{mij}。
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引理1[6] 设A=(aij)∈Cn×n,若x1,x2,…,xn 是正实数,则A的所有特征值都位于复平面的下列区域之中

∪
n

i=1
z∈C:|z-aii|≤xi∑

k≠i

1
xk

|aki{ }| 。

引理2[7] 设A=(aij)∈Cn×n,若x1,x2,…,xn 是正实数,则A的所有特征值都位于复平面的下列区域之中

∪
i≠j

z∈C:|z-aii||z-ajj|≤ xi∑
k≠i

1
xk

|aki
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|akj
æ

è
ç

ö

ø
÷{ }| 。

引理3[7] 设A,B∈Rn×n,且D,E∈Rn×n为对角矩阵,则

D(A췍B)E=(DAE)췍B=(DA)췍(BE)=(AE)췍(DB)=A췍(DBE)。
引理4[7] 设A∈Mn,则存在正对角矩阵X,使得X-1AX 是严格对角占优的 M-矩阵。

引理5[8] 设A=(aij)∈Rn×n是严格对角占优的 M-矩阵,则A-1=(αij)满足αji≤mjiαii,j,i∈N,j≠i。

2主要结论

1996年,Shivakumar等人[1]给出如下结果:设A=(aij)∈Rn×n是弱链对角占优 M-矩阵,则

r(A)≤τ(A)≤R(A),τ(A)≤min
i∈N

aii,1M≤τ
(A)≤1m

。 (1)

2010年,田贵贤等人[2]给出了τ(A)的下界新估计:设A=(aij)∈Rn×n是 M-矩阵,且A-1=(αij),则

τ(A)≥ 1
1+(n-1)ρ(JA)

1
max
1≤i≤n

α{ }ii
, (2)

其中JA 为矩阵A 的雅可比迭代矩阵。

2013年,李朝迁等人[3]给出了优于(2)式的估计式:设B=(aij)∈Rn×n是 M-矩阵,且B-1=(βij),则

τ(B)≥ 2
max
i≠j

βii+βjj+ (βii-βjj)2+4(n-1)2ρ2(JB)βiiβ[ ]jj{ }
1
2
, (3)

其中JB 为矩阵B 的雅可比迭代矩阵。

下面给出 M-矩阵的最小特征值新的下界估计式。首先给出ρ(A췍B-1)的上界估计。

定理1 设A=(aij)≥0,B=(bij)∈Mn,B-1=(βij),则

ρ(A췍B-1)≤max
1≤i≤n

aii+miρ( )d( )ii β{ }ii 。 (4)

证明 若n=1,则(4)式成立。下面,假定n≥2。
因B∈Mn,故由引理3及引理4知存在正对角阵X,使得X-1BX 是严格对角占优的M-矩阵,且ρ(A췍B-1)=

ρ(X-1(A췍B-1)X)=ρ(A췍(X-1BX)-1)。所以为了讨论方便,现假定B 是严格对角占优的 M-矩阵。下面分两种

情形讨论。

1)假定A,B均为不可约阵。由A是不可约的非负矩阵知 T 也是不可约的非负矩阵,故存在一个正向量

u=(u1,u2,…,un)T 使得 Tu=ρ( T)u=ρ( )u,则有∑
j≠i

ajiuj=ρ( )diiui。

令U=diag(u1,u2,…,un),A=(aij)=UAU-1,则有A=(aij)=

a11 u1
u2a12

… u1
un
a1n

u2
u1a21 a22 … u2

un
a2n

︙ ︙ ︙

un

u1
an1

un

u2
an2 … a
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。由引理3知

A췍B-1=(UAU-1)췍B-1=U(A췍B-1)U-1,故A췍B-1与A췍B-1有相同的特征值。设ρ(A췍B-1)=λ,则λ≥aiiβii

(∀i∈N)。由引理1知一定存在i0∈N,使得

|λ-ai0i0βi0i0|≤mi0∑
j≠i0

1
mj

aji0βji0 ≤mi0∑
j≠i

1
ωj
aji0
·mji0βi0i0 ≤
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mi0∑
j≠i

1
ωj
aji0
·mjβi0i0 =mi0∑

j≠i
aji0βi0i0 =mi0∑

j≠i

uj

ui0
aji0 =mi0ρ( )di0i0βi0i0

,

即λ≤ai0i0βi0i0+mi0ρ(ηA)di0i0βi0i0
,从而ρ(A췍B-1)≤max

1≤i≤n
aii+miρ( )d( )ii β{ }ii 。

2)假定A,B至少一个是可约的。令P=(pij)是n阶置换阵,其中p12=p23=…=pn-1,n=pn1=-1,其余pij

为零,则对任意正数ε,A-εP 是不可约的非负矩阵,B+εP 是不可约的 M-矩阵。用A-εP 和B+εP 分别代替情

形1)中的A和B,类似于情形1)的讨论,并令ε→0,利用连续性可得结论成立。 证毕

利用定理1,得到如下定理。
定理2 设B=(bij)∈Mn,B-1=(βij),则

τ(B)≥ 1
max
1≤i≤n

1+mi(n-1( ))β{ }ii
。 (5)

证明 由定理1知ρ(A췍B-1)≤max
1≤i≤n

aii+miρ( )d( )ii β{ }ii 。令A 的元素全为1,则aii=dii=1(∀i∈N),

ρ( )=n-1。于是τ(B)= 1
ρ(B)

≥ 1
max
1≤i≤n

1+mi(n-1( ))β{ }ii
,即证得(5)式成立。 证毕

定理3 设A=(aij)≥0,B=(bij)∈Mn,B-1=(βij),则

ρ(A췍B-1)≤12maxi≠j
aiiβii+ajjβjj+ (aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j{ }

1
2 , (6)

其中Δij=mimjρ2( )diidjjβiiβjj,i,j∈N,i≠j。
证明 若n=1,则(6)式成立。下面,假定n≥2。
因B∈Mn,故由引理3及引理4知存在正对角矩阵Y,使得Y-1BY是严格对角占优的 M-矩阵,且ρ(A췍B-1)=

ρ(Y-1(A췍B-1)Y)=ρ(A췍(Y-1BY)-1)。所以,为了讨论方便,现假定B是严格对角占优的 M-矩阵。下面,分两种

情形讨论。

1)假定A,B 均为不可约阵。由于A是不可约的非负矩阵,则 T 也是不可约的非负矩阵,故存在一个正向

量v=(v1,v2,…,vn)T 使得JATv=ρ(JAT)v=ρ(JA)v,则有∑
k≠i

akivk=ρ(JA)diivi,∑
k≠j

akjvk=ρ(JA)djjvj。

令V=diag(v1,v2,…,vn),̂A=(âij)=VAV-1,则有Â=(âij)=

a11 v1
v2a12

… v1
vn
a1n

v2
v1a21 a22 … v2

vn
a2n

︙ ︙ ︙

vn
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。由引理3知

Â췍B-1=(VAV-1)췍B-1=V(A췍B-1)V-1,故 Â췍B-1与A췍B-1有相同的特征值。设ρ(̂A췍B-1)=λ,则λ≥aiiβii

(∀i∈N)。由引理2知一定存在j0,i0∈N,j0≠i0,使得

|λ-ai0i0βi0i0||λ-aj0j0βj0j0|≤ mi0∑
k≠i0

1
mk

|âki0βki0
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è
ç
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ø
÷| mj0∑

k≠j0

1
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|âkj0βkj0
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è
ç

ö

ø
÷| 。

再由引理5知 mi0∑
k≠i0

1
mk

|aki0βki0
æ

è
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÷| mj0∑

k≠j0

1
mk

|akj0βkj0
æ

è
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ø
÷| ≤Δi0j0

,于是|λ-ai0i0βi0i0||λ-aj0j0βj0j0|≤

Δi0j0
。进而可得λ≤ 12 ai0i0βi0i0 +aj0j0βj0j0 + (ai0i0βi0i0 -aj0j0βj0j0

)2+4Δi0j[ ]
0

{ }
1
2 ,即

ρ(A췍B-1)≤12 ai0i0βi0i0+aj0j0βj0j0+ (ai0i0βi0i0-aj0j0βj0j0
)2+4Δi0j[ ]

0
{ }

1
2 ≤

1
2maxi≠j

aiiβii+ajjβjj+ (aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j{ }
1
2 。

2)假定A,B至少一个是可约的。令P=(pij)是n阶置换阵,其中p12=p23=…=pn-1,n=pn1=-1,其余pij

为零。则对任意正数ε,A-εP 是不可约的非负矩阵,B+εP 是不可约的 M-矩阵。用A-εP 和B+εP 分别代替

情形1)中的A和B,类似于情形1)的讨论,并令ε→0,利用连续性可得结论成立。 证毕
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利用定理3得到如下定理。
定理4 设B=(bij)∈Mn,B-1=(βij),则

τ(B)≥ 2
max
i≠j

βii+βjj+ (βii-βjj)2+4Δi[ ]j{ }
1
2
, (7)

其中Δij=mimj(n-1)2βiiβjj,i,j∈N,i≠j。

证明 由定理3知ρ(A췍B-1)≤12maxi≠j
aiiβii+ajjβjj+ (aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j{ }

1
2 。令A 的元素全为1,则

aii=dii=1(∀i∈N),ρ( )=n-1。于是

τ(B)= 1
ρ(B)

≥ 2
max
i≠j

βii+βjj+ (βii-βjj)2+4Δi[ ]j{ }
1
2
,

其中Δij=mimj(n-1)2βiiβjj(i,j∈N,i≠j)。(7)式得证。 证毕

注 下面分别对(4)式与(6)式,(5)式与(7)式进行比较。
不失一般性,当i≠j时,假设ajjβjj+mjρ( )djjβjj≤aiiβii+miρ( )diiβii,即

mjρ( )djjβjj≤aiiβii-ajjβjj+miρ( )diiβii。
因此,

(aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j
1
2= (aiiβii-ajjβjj)2+4mimjρ2( )diidjjβiiβ[ ]jj

1
2≤

(aiiβii-ajjβjj)2+4miρ( )diiβii(aiiβii-ajjβjj+miρ( )diiβii[ ])
1
2=aiiβii-ajjβjj+2miρ( )diiβii。

于是aiiβii+ajjβjj+ (aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j
1
2≤2aiiβii+2miρ( )diiβii,即

ρ(A췍B-1)≤12maxi≠j
aiiβii+ajjβjj+ (aiiβii-ajjβjj)2+4Δi[ ]j{ }

1
2 ≤max

1≤i≤n
aii+miρ( )d( )ii β{ }ii 。

故(6)式优于(4)式。
同理可证得(7)式优于(5)式。

3数值例子

例1 设B=
 1.2 -0.4 -0.4
-0.3 1 -0.5
-0.3 -0.4  

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0.8

。易知B是 M-矩阵。借助 Matlab7.1,计算得τ(B)≥0.10000000

(利用(1)式),τ(B)≥0.14253982(利用(2)式),τ(B)≥0.16081571(利用(3)式),τ(B)≥0.14965986(利用

(5)式),τ(B)≥0.17232376(利用(7)式)。可见(7)式优于(1)~(3)、(5)式。实际上τ(B)=0.20279074。

例2 设 B=

1 -0.2 -0.1 -0.3 -0.1
-0.4  1.2 -0.2 -0.1 -0.1
-0.3 -0.2  1.3 -0.1 -0.2
-0.2 -0.3 -0.3 1 -0.1
-0.1 -0.3 -0.2 -0.2  

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1.1

。易知 B 是 M-矩阵。借助 Matlab7.1计算得

τ(B)≥0.10000000(利用(1)式),τ(B)≥0.17509789(利用(2)式),τ(B)≥0.17915734(利用(3)式),τ(B)≥
0.20531648(利用(5)式),τ(B)≥0.22301441(利用(7)式)。可见(5),(7)式优于(1)~(3)式。实际上,τ(B)=
0.31138441。

4结语

文中给出了 M-矩阵最小特征值的新下界估计式。通过数值算例验证了本文的结果在一定条件下优于文

[1-3]中的结果。
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