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摘要:研究了一类广义的Burgers-Constantin-Lax-Majda方程的奇异性问题,这类方程同时具有Burgers方程和Constan-
tin-Lax-Majda方程的许多性质,同时带有非局部项uHu(其中 H 表示 Hilbert变换),证明了这类方程在非负的初始条件

下,其解在有限时间内是爆破的,这些结果在很大程度上推广和延伸了先前的相关结果。
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本文将研究一类广义Burgers-Constantin-Lax-Majda方程的奇异性:
∂tu+uux=uHu,x∈R,t>0,
u t=0=u0{ ,

(1)

其中 H 表示Hilbert变换,其定义如下

Hf(x)=1πP.V.∫
+¥

-¥

f(y)
x-y

dy, (2)

如果是在周期性区域,则定义为

Hf(x)=12πP.V.∫
+π

-π

f(x-y)

tany
2

dy, (3)

一个函数的Hilbert变换之后的Fourier变换定义为 (ξ)=-isign(ξ)̂u(ξ)。接下来引入符号Λ表示分数阶的

Laplace算子,记(-Δ)
β
2≡Λβ。分数阶的Laplace算子定义为

Λβu(x)=kβ∫R

u(x)-u(y)
x-y 1+βdy,

其中kβ=
Γ(1+β)cos(1-β)
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è
ç

ö

ø
÷

2
π

。

这个系统由于具有非局部非线性项,不同于先前的仅仅带有一般拉普拉斯类型的粘性项νΔu的耗散系统,
如果比较一下方程 (1)和参考文献中所研究的方程,会发现这些方程有一些相似点但是所表示的物理意义非常

不同。能够描述激波形成的最简单的方程就是Burger’s方程,另外一个非常值得提出的模型是Constantin,Lax
和 Majda[1]在1985年提出的如下模型:

ωt=ωHω,
ω(x,0)=ω0(x{ )。

(4)

这个模型常常作为研究流体动力学方程中尤其是在三维情形下对应方程旋度方程的一个简化的模型,经常

被称为Constantin-Lax-Majda方程(简称为CLM 方程)。其中的二次项ωHω是一个标量,其作用类似于旋度方

程中的涡流拉伸项D(ω)ω。事实上,这个方程的解也是具有有限时间奇异性的。紧随其后,DeGregorio[2,3]分别

在1990年和1996年研究了下面的方程,这个方程是三维不可压缩的无粘性旋度方程的一种新的简化形式,方
程如下:
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ωt+νωx-νxω=0,
νx=Hω,
ω(x,0)=ω0(x

ì

î

í

ïï

ïï )。
(5)

他所提出的方程虽然仅仅是对流项νωx 不同于先前的CLM方程。然而他给出了一些证据显示了这个方程

的解竟然没有出现爆破! 但是给出的证据仅仅是一些数学模拟实验,并没有给出严格的数学证明。然而他的结

果在某种程度上说明了改造之后的对流项在阻止方程解的爆破方面所起到的作用。随后,H.Okamoto等人[4]

提出了广义的CLM方程,广义的CLM方程同时具有CLM 方程 (4)和DeGregorio's方程 (5)的共同特性

ωt+aνωx-νxω=0,
νx=Hω,
ω(x,0)=ω0(x

ì

î

í

ïï

ïï ),
其中a是实数。如果a=0,很显然该方程变成了通常意义下的CLM 方程 (4)。如果a=1,则该方程变成了De
Gregorio's方程(6)。如果a=-1,则该方程变成了 A.Cordoba等人[5-6]分别在2005年和2006年所研究的方

程:
θt+θxHθ=0, (6)

这个方程的解具有许多形式的爆破解。如果在对方程(6)两边同时关于x求导数然后取ω=-θx,则ω满足广义

的DeGregorio's方程(其中a=-1)。以上这些结果也显示了广义的CLM 方程的解在-1≤a<1时解是爆破

的;当-¥<a<-1或者1≤a<¥时其解是整体存在的;当a→¥其解也是整体存在的。在2003,T.Sakajo等

人[7]研究了带有广义粘性项的CLM 方程

ωt=ωHω-ν(-Δ)α2ω
,x∈R,t>0,

ω(x,0)=ω0(x{ ),
(7)

并且利用谱方法给出了显示解,证明了对于旋度方程的光滑解也是在有限时间内是爆破的。2008年,A.
Kiselev等人[8]研究了带有分数阶耗散项的Burger’s方程∂tu+uux=(-Δ)βu(0≤β≤1)解在不同情形下的奇异

性和正则性。在2010年,A.Castro等人[9]研究了表面波方程

ut+uux=ΛβHu,0≤β<1,
u(x,0)=u0(x{ ),

(8)

他们证明了方程(8)在0≤β<1时其解在有限时间内是爆破的。随后,在2012年,V M.Hur[10]研究了广义表

面波方程∂tu-2u∂xu+HjΛγu=0,其中j=0或者j=1且γ∈(0,1),这个方程描述了海洋里面形成波浪和水泡

时的波面的情况,他们利用几乎类似的方法证明了其解在有限时间内是爆破的,这些结果同先前的实验结果是

高度一致的,从而从理论上给出了严格的证明。在方程(8)中当β=0时,JK.Hunter和 M.Ifrim[11]考虑了具

有二次非线性无粘性的Burgers-Hilber方程ut+εuux=Hu,用这个方程模拟旋度方程的不连续性。他们利用了

规范形变换和近似恒等变换从而改变了空间变量的独立性,证明了解的局部存在性和光滑解的立方非线性的时

间尺度。此外,他们的结果也显示了Burgers-Hilbert方程的光滑解具有O(ε-2)阶的时间尺度,而无粘性的Bur-
gers方程ut+εuux=0的解具有O(ε-1)阶的时间尺度,这类方程可以作为描述许多物理现象的数学模型,例如

交通流、激波、扰流问题和连续的随机过程等。而在本文中Burgers-Constaitin-Lax-Majda模型是一个新的模

型,这个模型不是常规意义下带有拉普拉斯类型粘性项的耗散型方程,并且方程中用一个带有 Hilbert算子的非

局部算子代替了常规的粘性项,更具有广泛的意义,这个模型为研究相关流体动力学方程的解的奇异性提供了

一个参考模型,也为研究非线性非局部项的相互作用提供了一个好的例子。

1主要结果

定理1 令u0∈L1(R)∩C1+δ,0<δ<1且u0≥0,如果‖u0‖L1≥C,其中C 是常数,并且满足如下条件:存
在α0∈R使得

Hu0(α0)>0, (9)
则存在时间T 使得方程(1)的解在有限时间内是爆破的。

对于表面波方程

ut+uux=ΛβHu,0<β<2, (10)
利用Hilbert变换的正交性,可以得到次方程L2 范数的能量守恒,即
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‖u(·,t)‖L2(R)=‖u0‖L2(R)。
对于分数阶的Burgers方程

ut+uux=Λβu,0<β<2, (11)
该方程具有Lp(1≤p≤¥)范数的守恒律。

对于Burgers-CLM方程,有对应的能量守恒定律

∫R
u(x,t)dx=∫R

u0(x)dx, (12)

由于

d
dt‖u‖L1 +∫R

u2
2
·Ñ1dx=∫R

uHudx=0, (13)

且 (ξ)=-isign(ξ)̂u(ξ),从而

∫R
v(x)Hu(x)dx=∫R̂

v(ξ) (ξ)dξ=∫R̂
v(ξ)isign(ξ)̂u(ξ)dx=

-∫R
(ξ)v(ξ)dξ=-∫R

Hv(x)u(x)dx,
(14)

如果在(14)式中取v=u,则有∫R
u(x)Hu(x)dx=0。将其代入(13)式,则‖u(·,t)‖L1(R)=‖u0‖L1(R)。

2定理的证明

首先给出一些关于Hilbert变换的一些等式:
H(Hf)=-f,

H(fHg+gHf)=(Hf)(Hg)-fg,
H(fg)=Hf·g+fHg+H(HfHg),

(Hf)x=H(fx)。
如果在系统(1)中的第一个方程中两边同时作用Hilbert算子,可得

Hut+H(uux)=12
[(Hu)2-u2], (15)

下面给出一个关于非局部项2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))的一个引理,关于该定理的更一般形式可以参考文献

[1]。
引理1 如果函数u:R→R是Schwartz函数类,则

2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))≥ u 3

C‖u‖L1
, (16)

其中C=8π。
证明 由于

Λu(x)=1π∫R

u(x)-u(y)
x-y 2 dy,

从而

2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))=2u(x)1π∫R

u(x)-u(y)
x-y 2 dy-1πP.V.∫R

u2(x)-u2(y)
x-y 2 dy, (17)

2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))=1π∫R

(u(x)-u(y))2
x-y 2 dy。 (18)

下面仅仅考虑u(x)>0情形。由于u(x)<0情形可以类似而得到。令Ω,Ω1 和Ω2是如下集合:
Ω= y∈R y-x <{ }Δ ,

Ω1= y∈Ω u(x)-u(y)≥u(x){ }2
,

Ω2= y∈Ω u(x)-u(y)<u(x){ }2
,

由于

2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))=1π∫R

(u(x)-u(y))2
x-y 2 dy≥ 1π

u2(x)
4Δ2 Ω1 , (19)
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另一方面,

‖u(x)‖L1(R)=∫R
u(y)dy≥u(x)

2 Ω2 , (20)

从而

 2u(x)Λu(x)-Λ(u2(x))≥1π
u2(x)
4Δ2 Ω1 ≥1π

u2(x)
4Δ2

(Ω - Ω2 )≥1π
u2(x)
4Δ2 CΔ-2‖u

(x)‖L1(R)

u(x
æ

è
ç

ö

ø
÷

) , (21)

其中C= 2π
1
2

Γæ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

=2π
1
2

π
=2。令Δ=4‖u

(x)‖L1(R)

2u(x)
,从而该引理得到证明。 证毕

定理1的证明 假设方程(1)在T<¥时存在解u(x,t)∈C([0,T],C1+δ(R)),且u0 满足定理中的假设条

件。
首先,定义关于速度u的如下轨道函数x(α,t)

dx(α,t)
dt =u(x(α,t),t),

x(α,t)t=0=α{ ,
考虑方程的解u是沿着轨道运动,根据流体的轨道运动可知

dx(α,t)
dt =∂tu(x(α,t),t)+∂xu(x(α,t),t)u(x(α,t),t)=u(x(α,t),t)(Hu)(x(α,t),t), (22)

从而有

logu(x(α,t),t)=logu(x(α,t),t)t=0+∫
t

0
(Hu)(x(α,s),s)ds, (23)

解出上面方程的解可得u(x(α,t),t)=u0(α)e∫
t
0(Hu)(x(α,s),s)ds,如果u0 ≥0,则有u≥0。

此外,按照 (22)式,可得

dlogu(x(α,t))
dt =u

(x(α,t))
u(x(α,t))

(Hu)(x(α,t),t)=(Hu)(x(α,t),t), (24)

在(24)式两边同时关于时间t取一次导数可得:
d2logu(x(α,t))

dt2 =∂t(Hu)(x(α,t),t)+∂x(Hu)(x(α,t),t)u(x(α,t),t)=

(∂t(Hu))(x(α,t),t)+u(x(α,t),t)(∂x(Hu))(x(α,t),t)=
H(uHu)(x(α,t),t)-H(uux)(x(α,t),t)+u(x(α,t),t)(Λu)(x(α,t),t)=

H(uHu)(x(α,t),t)-12
(Λ(u2))(x(α,t),t)+u(x(α,t),t)Λu(x(α,t),t)≥

H(uHu)(x(α,t),t)+12
(2u(x(α,t),t)Λu(x(α,t),t)-Λ(u2)(x(α,t),t)≥

H(uHu)(x(α,t),t)+12
(u(x(α,t),t)3)
8π‖u‖L1

, (25)

其中在上面证明的最后一步用到引理1,并且用到等式

H(uux)(x)=12H((u2)x)=12Λ
(u2)(x),和ΛH(Hu)=-(Hu)x=-Hux,

根据ΛHu=-ux 和Hilbert变换 H(Hu)=-u,从而可得-Λu=-Hux,从而Λu=Hux。然后再次利用 Hil-

bert变换 H(uHu)=12
[(Hu)2-u2],则(25)式变为

d2logu(x(α,t))
dt2 ≥ 1

16π‖u‖L1
u(x(α,t),t)3+H(uHu)(x(α,t),t)≥

1
16π‖u‖L1

u(x(α,t),t)3+12
(Hu)2(x(α,t),t)-12u

2(x(α,t),t)≥

1
16π‖u‖L1

u(x(α,t),t)3-12u
2(x(α,t),t)≥u2(x(α,t),t) 1

16π‖u‖L1
u(x(α,t),t)-é

ë
êê

ù

û
úú

1
2
。 (26)

如果取初始条件u0(α)充分大,按照Burgers-CLM方程的能量守恒定律‖u‖L1=‖u0‖L1和(26)式,可得

d2logu(x(α,t))
dt2 ≥C0u2(x(α,t),t)≥C0(logu(x(α,t),t))2, (27)
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其中在上面式子用到logu(x(α,t))≤log+u(x(α,t))≤u(x(α,t)),当u(x(α,t))≥0时。
如果定义J(t)=logu(x(α,t)),显然由先前的结果可得

Jt(t)=Hu(x(α,t)), (28)
Jtt(t)≥C0J(t)2, (29)

由于 Hu0(α0)>0且Jt(t)=Hu(x(α,t))。从而Jt(t)>0且Jt(t)>J(0)对于任意的t∈(0,t*)都成立,而t*是

充分小的数。在(29)式两边同时乘以Jt(t)可得

1
2
(Jt(t)2)t≥C0J(t)2Jt(t),t∈[0,t*]。 (30)

在不等式 (30)两边同时从0到t积分,可得

Jt(t)≥Jt(0)2+23C0
(J(t)3-J(0)3),∀t∈[0,t*], (31)

由于C0J(0)2≥0,从而Jtt>Jtt(0)≥0对于任意的t∈(0,t*)都成立。因此Jt(t)在t∈(0,t*)时是一个增函数。
从而(31)式对于所有的时间t都是成立的,这与先前的假设矛盾。综上所述存在有限时间T 使得方程(1)的解

在有限时间内是爆破的,具有奇异性。定理得证。 证毕
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TheSingularityFormationforBurgers-Constantin-Lax-MajdaEquation
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Abstract:ThispaperisconcernedwiththesingularityforaclassofgeneralizedBurgers-Constantin-Lax-Majdaequation,whichhas
beenproposedasamodelwhichsharesmanypropertiesoftheBurgersequationandConstantin-Lax-Majdaequation,meanwhilethe
modelhasanonlocalfluxoftheformuHuwhereHistheHilberttransform.Weprovetheblowupinfinitetimeforaclassofnon-
negativeinitialdata;themainresultsimproveandextendtheonesinthepreviousworkstoalargeextent.
Keywords:Burgers-Constantin-Lax-Majdaequations;finitetimesingularity;Hilberttransform;nonlinearnonlocalsystem
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