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一个新孤子方程族的Darboux变换及其精确解
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摘要:从一个新的2×2矩阵谱问题出发导出了一族非线性孤子方程,针对前两个非平凡的孤子方程,通过谱问题的基解

矩阵,利用其Lax对的规范变换,得到了孤子方程的Darboux变换。作为应用,给出了孤子方程的一些精确解,并作出了

孤子图,有助于对方程所描述的自然现象进行分析和研究。
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孤子理论的发现是近年来非线性理论中的重大进展之一,它既能反映一类非常稳定的自然现象,体现一大

类非线性物质相互作用的若干本质特征,并为许多应用问题(如光纤通讯)提供了启示。另一方面又为非线性偏

微分方程提供了求显式解的方法,因而受到物理学家和数学家的重视。孤子理论已经成为研究非线性方程的主

要理论之一,目前在孤子理论中蕴藏着一系列构造精确解的方法,如:反散射方法[1-3],非线性化方法[4-5],Hirota
双线性方法[6-7],齐次平衡法[8-9],Backlund变换方法[10-11],Darboux变换方法[12-13]等。这些方法的发现及其应

用,大量的非线性偏微分方程得以成功求解,从而对非线性科学的发展和应用具有十分重要意义。其中Darboux
变换法在19世纪研究Sine-Gordon方程与伪球面的有关问题时就已经出现[14-16],它从平凡解出发,可以得到孤

子方程的精确解,是相当有效而简明的方法。
本文研究孤子方程的Darboux变换方法,通过研究一个新的含三个位势的2×2矩阵谱问题,导出一族非线

性孤子方程。针对前两个非平凡的孤子方程,通过矩阵谱问题的基解矩阵,利用其Lax对的规范变换,得到了孤

子方程的Darboux变换。作为应用,求出了孤子方程的一些精确解,并作出了孤子图。

1Lenard序列与非线性孤子族

考虑2×2特征值谱问题
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由驻定零曲率方程

Vx=[U,V], (3)
比较方程两端λ同次幂系数可得
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并得到关系式
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定义gj=(2aj+1,αcj+2+bj+1,cj+1)T,得到Lenard递推方程

Kgj-1=Jgj,j≥0, (6)
其中
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K,J是两个斜对称算子。定义g-1=(0,2αv,ε)T,则Jg-1=0,利用递推关系(5),则所有的gj,j≥0均可唯一确

定。
下面引入(1)式的辅助谱问题
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由零曲率方程Utn-V
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x +[U,V(n)]=0,即得孤子族(u,v,w)Ttn=Jgn-1=Xn-2,n≥2。令t2=x,t3=y,t4=t,

则有

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

u
v
w x

=X0=

ux

vx

w

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

x

, 
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

u
v
w y

=X1, 
æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

u
v
w t

=X2, (9)

于是得前两个非平凡的(1+1)-维孤子方程
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2Darboux变换

方程(10)和(11)谱问题是(1)式,相应的辅助谱问题为

ϕy=V1ϕ, (12)
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引入谱问题的规范变换

ϕ=Tϕ, (14)
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其中A=a1λ+a0,B=b1λ+b0,C=c1λ+c0,D=d1λ+d0,aj,bj,cj,dj(j=0,1)是关于x,t的待定函数。

经过计算可得
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w=a0,xc0 +
b0
c0v+

a0
c0
(u-u),

w=b0,xd0
+a0d0w-

b0
d0
(u+u),

w=-α
a1

c0,x+α
a1
(a0v-d0v)+αc0a1

(u+u

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ),

(18)

此时(15)式可化为
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设φ(λj)=(φ1(λj),φ2(λj))T,ψ(λj)=(ψ1(λj),ψ2(λj))T是(1)式的两个基本解,通过(14)式知,存在常数γj

满足

(Aφ1(λj)+Bφ2(λj))-γj(Aψ1(λj)+Bψ2(λj))=0,

(Cφ1(λj)+Dφ2(λj))-γj(Cψ1(λj)+Dψ2(λj))=0{ ,
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将(20)式可以写成线性系统
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当常数λj,γj(λk≠λj 若k≠j)适当选择时,可解得

a0=a1
(λ1σ2-λ2σ1)
σ1-σ2 -αa1σ

2
1σ22(λ1-λ2)2
(σ1-σ2)2

,

b0=-a1
(λ1-λ2)
σ1-σ2 +αa1σ1σ2

(λ1-λ2)(λ1σ1-λ2σ2)
(σ1-σ2)2

,

c0=a1σ1σ2
(λ1-λ2)

σ1-σ2
,

d0=-a1
(λ1σ1-λ2σ2)
σ1-σ2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(23)

此时矩阵(19)表明detT(λ)是λ的2次多项式且由(21),(23)式知

detT(λ)=A(λ)D(λ)-B(λ)C(λ)=(a1λ+a0)(a1λ+d0)-c0(-αc0λ+b0)=a21(λ-λ1)(λ-λ2),

由上式知λj,j=1,2是detT(λ)的根。由(1),(22)式可知,σj 满足Riccati方程
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代入(18)式可得
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综上可得

命题1 在以(19),(21)式为已知前提下,由Tx+TU=UT 决定的矩阵U
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与矩阵U 具有相同的形式,变换(16),(17)和(18)式将原位势u,v,w 映射为新位势u,v,w。
命题2 在以(19),(21)式为已知前提下,由Ty+TV1=V1T决定的矩阵V1,
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与矩阵V1 具有相同形式,变换(16),(17)和(18)式将原位势u,v,w 映射为新位势u,v,w。

命题3 在以(19),(21)式为已知前提下,由Tt+TV2=V2T决定的矩阵V2,
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与矩阵V2 具有相同形式,变换(16),(17)和(18)式将原位势u,v,w 映射为新位势u,v,w。于是得到下面的定理。

定理1 由变换(16),(17)和(18)式可从孤子方程(10),(11)的一组解(u,v,w)生成它们的另一组新解(u,

v,w),其中a0,b0,c0,d0 由线性系统(20)唯一确定。称变换(ϕ,u,v,w)→(ϕ,u,v,w)为孤子方程(10),(11)的一

个Darboux变换。

3精确解

本节尝试利用Darboux变换来求孤子方程的精确解。以常数u=0,v=0,w=0作为种子解,可以得到基本

解。选取两个基本解为
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其中,ξj=hj(x+λjy+λ2jt),hj=ελj -αλj,j=1,2。

根据 (20)式有σj=- 1
-αλj

1-γjtanhξj

tanhξj-γj
,j=1,2。

由(19)和(21)式可知
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(27)

令u=0,v=0,w=0可得一组新解

v1=v+ε
a1
(d0-a0)=ε

a1
(d0-a0),
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u1=u-c0a1α
(v+v)+ε

a1
b0=-αεa2

1
c0(d0-a0)+ε

a1
b0,

w1=2αεa1
b0c0-αεa2

1
(d20-a20)-2α

2ε
a3
1
c20(d0-a0)。 (28)

适当选取参数可以得到孤子图。

图1u λ1=1,λ2=1.01,γ1=1,γ2=-2,α1=-1,ε=1,a1=1,t=0

Fig.1u Thefiguresofthesolitonsolution

图2v λ1=1,λ2=1.01,γ1=2,γ2=3,α1=-1,ε=1,a1=1,t=0

Fig.2v Thefiguresofthesolitonsolution

图3w λ1=1,λ2=2.2,γ1=1,γ2=1.25,α1=-1,ε=1,a1=1

Fig.3w Thefiguresofthesolitonsolution

  以u1,v1,w1 为种子解,作迭代选取两组基本解
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(29)

其中,ξj=hj(x+λjy+λ2jt),hj=ελj -αλj,j=1,2。
根据 (20)式有

σj=φ2
(λj)-γjψ2(λj)

φ1(λj)-γjψ1(λj)
= c0 -αλj(coshξj-γjsinhξj)+(λja1+d0)(sinhξj-γjcoshξj)
(λja1+a0) -αλj(coshξj-γjsinhξj)+(-αc0λj+b0)(sinhξj-γjcoshξj)

,

代入
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c0+(a1λj+d0)σj=0{ ,

解

a0=a1
(λ1σ2-λ2σ1)
σ1-σ2 -αa1σ

2
1σ22(λ1-λ2)2
(σ1-σ2)2

,

b0=-a1
(λ1-λ2)
σ1-σ2 +αa1σ1σ2

(λ1-λ2)(λ1σ1-λ2σ2)
(σ1-σ2)2

,

c0=a1σ1σ2
(λ1-λ2)

σ1-σ2
,

d0=-a1
(λ1σ1-λ2σ2)
σ1-σ2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(30)

可得另一组新解

v2=v1+ε
a1
(d0-a0),

u2=u1-αc0a1
(v1+v2)+ε

a1
b0,

w2=w1-2αa1
c0,x-αεa2

1
(d20-a20)-2αa1

(d0-a0)v2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 。

(31)
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DarbouxTransformationofaNewSolitonEquationsandItsExactSolutions

WEIHanyu1,XUEChunshan1,WANGXiangyu2

(1.CollegeofMathematicsandStatistics,ZhoukouNormalUniversity,Zhoukou466001;

2.DepartmentofLanguageEngineeringLuoyangUniversityofForeignLanguage,LuoyangHe’nan471003,China)

Abstract:Startingfromanew2×2matrixspectralproblem,weproposeanonlinearsolitonequation.Forthefirsttwonon-trivial

solitonequations,gaugetransformationoftheLaxpairoftheequationisfoundbyusingthefundamentalsolutionmatrixofthema-

trixspectralproblem.Then,theDarbouxtransformationofthesolitonequationisobtained.Asanapplication,someexactsolutions

oftheequationaregiven,andseveralinterestingfiguresofthesolutionsareplotted,ithelpstoanalysisandresearchthenatural

phenomenadescribedbytheequations.

Keywords:zerocurvatureequation;Darbouxtransformation;gaugetransformation;exactsolution
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