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Wolfe线搜索下两种修正DY共轭梯度法的全局收敛性
*

周雪琴,卢琳璋

(贵州师范大学 数学与计算机科学学院,贵阳550001)

摘要:提出了两个修正的DY(Dai-Yuan)共轭梯度法(ZDY1算法和ZDY2算法),并证明这两个修正的共轭梯度法公式

β
(1)
k 和β

(2)
k 在 Wolfe下都是全局收敛的,其中一个在 Wolfe线搜索下是下降的,另一个在不依赖于任何线搜索下充分下

降。在求解大规模的非线性优化问题的过程中,这些结果对加快算法的收敛速度和增强算法的收敛性提供了理论依据。
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1预备知识

共轭梯度法是求解大规模非线性无约束优化问题的有效方法之一。考虑下面的无约束优化问题[1]:

min
x∈Rn

f(x), (1)

其中f(x):Rn→R是连续可微的函数,用∇f(x)表示目标函数f(x)在x处的梯度,记为g(x)。共轭梯度法的

一般迭代格式如下:

xk+1=xk+αkdk,k=1,2,3… (2)
其中αk 是某种线搜索产生的迭代步长且αk>0,dk 是搜索方向,xk+1是当前迭代点。搜索方向dk 由下面的公式

确定:

dk=
-g1,k=1,

-gk+βkdk-1,k≥2{ 。
(3)

其中βk 是方向调控参数,gk 表示g(xk)。
通常根据βk 的选取方式不同,将其分为不同的共轭梯度法。两种比较著名的参数βk 选取方式[2-3]分别为:

βHSk =
gT

k(gk-gk-1)
dT

k-1(gk-gk-1)
,βDYk =

‖gk‖2

dT
k-1(gk-gk-1)

。

其中‖·‖表示欧式范数。对应的共轭梯度法分别称为 Hestenes-Stiefel(HS)共轭梯度法[2]和Dai-Yuan(DY)
共轭梯度法[3]。

在以上的两个共轭梯度法公式中,HS方法具有良好的数值表现,而DY方法有较好的收敛性质。近年来许

多学者在此基础上进行研究,得出了大量修正的共轭梯度法公式。Huang和Dai两人提出了如下两个新的改进

的共轭梯度法参数计算公式[4-5]:

βMDY
k =

‖gk‖2-
(gT

kdk-1)2

‖dk-1‖2

dT
k-1(gk-gk-1)

(4)

和

βDHSk =
‖gk‖2-

‖gk‖
‖gk-1‖|g

T
kgk-1|

dT
k-1(gk-gk-1)+μ|gT

kdk-1|
。 (5)
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Huang提出的βMDY
k 在 Wolfe线搜索下满足下降性和全局收敛性,并在精确的线搜索下等价于DY共轭梯度

法公式。而Dai的βDHSk 中参数μ>1,当目标函数严格凸,线搜索精确时简化为DY方法,并证明了该方法在

Wolfe下充分下降和全局收敛。
受文献[4-6]的启发,结合(4),(5)式的特点,提出如下两个新的βk 修正共轭梯度法公式:

β
(1)
k =

gT
k gk-

gT
kgk-1

‖gk-1‖2gk
æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1(gk-gk-1)

(6)

和

β
(2)
k =

gT
k gk-

‖gk‖
‖gk-1‖gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

μdT
k-1(gk-gk-1)

。 (7)

其中参数μ满足μ>2。易见,若μ=1则(7)式变成文献[6]的βVHSk 公式。下面将看到这两个新的公式有更好的

收敛性(从线搜索准则可以看出)和收敛速度(经过小量实验已证明)。因本文着重于理论研究所以并未给这两

种算法关于收敛速度的大规模数值实验[8],这将是以后研究工作的重点。
为了分析算法的全局收敛性,本文采用标准的 Wolfe非精确线搜索准则求步长αk,它要求αk 满足下面的两

个条件:

f(xk+αkdk)≤f(xk)+δαkgT
kdk, (8)

g(xk+αkdk)Tdk≥σgT
kdk。 (9)

这里0<δ≤σ<1。下面将称基于(6),(8),(9)式的共轭梯度法为ZDY1方法,基于(7),(8),(9)式的共轭梯度法

为ZDY2方法。
本文下面第2部分将给出ZDY1方法在 Wolfe线搜索下的性质及其全局收敛性分析;第3部分证明ZDY2

方法两个重要性质及其全局收敛性。

2ZDY1方法性质及其全局收敛性

上面基于β
(1)
k 求解无约束问题(1)的算法可总结为如下算法1(ZDY1算法)。

算法1 (采用 Wolfe搜索准则的ZDY1算法)
步0,给定初始值x1∈Rn,d1=-g1,k=1。如果‖g‖=0则停止;
步1,计算满足 Wolfe线搜索(8),(9)式的步长αk;
步2,计算xk+1=xk+αkdk,如果‖gk+1‖=0则停止;
步3,用(6),(3)式分别计算βk 和dk+1;
步4,置k=k+1,转步1。
若迭代序列{xk}和搜索方向dk 满足条件:gT

kdk<0,则称搜索方向下降。
关于(6)式所对应的新的共轭梯度法ZDY1的性质,下面的引理说明算法1产生的搜索方向dk 保持下降方

向。
引理1 考虑具有(2),(3)式形式的共轭梯度法,其中βk 由(6)式中的β

(1)
k 产生,则在 Wolfe线搜索(8),(9)

式下有:

gT
kdk<0,∀k≥1。 (10)

证明 记φk 为向量gk+1与dk 的夹角。用数学归纳法证明:显然当k=1,gT
1d1=-‖g1‖2<0;假设对∀k,

gT
kdk<0成立,则由(9)式知

dT
k(gk+1-gk)≥(σ-1)gT

kdk>0, (11)
将(3)式两边同乘gk+1,由(6),(9)式及φk 的定义得

gT
k+1dk+1=-‖gk+1‖2+β

(1)
k+1gT

k+1dk=-‖gk+1‖2+
‖gk+1‖2-

(gT
k+1gk)2

‖gk‖2

dT
k(gk+1-gk) gT

k+1dk=

-‖gk+1‖2+
‖gk+1‖2(1-cos2φk)

dT
k(gk+1-gk) gT

k+1dk=
-‖gk+1‖2dT

k(gk+1-gk)+‖gk+1‖2(1-cos2φk)gT
k+1dk

dT
k(gk+1-gk)

=
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‖gk+1‖2(gT
kdk-cos2φkgT

k+1dk)
dT

k(gk+1-gk)
≤‖gk+1‖2(1-σcos2φk)gT

kdk

dT
k(gk+1-gk)

<0。

综上,结论得证。 证毕

引理2 若步长αk 满足 Wolfe线搜索条件(8),(9)式,则

0≤β
(1)
k ≤

gT
k+1dk+1

gT
kdk

。 (12)

证明 由(6)式和φk 的定义可知

β
(1)
k+1=

‖gk+1‖2-
(gT

k+1gk)2

‖gk‖2

dT
k(gk+1-gk)

=‖gk+1‖2(1-cos2φk)
dT

k(gk+1-gk)
≥0,

所以不等式(12)式左边得证,下证不等式右边也成立。由引理1的证明过程有

β
(1)
k+1=

‖gk+1‖2(1-cos2φk)
dT

k(gk+1-gk)
≤‖gk+1‖2(1-σcos2φk)

dT
k(gk+1-gk)

≤g
T
k+1dk+1

gT
kdk

。

综上,结论得证。 证毕

为了说明算法的全局收敛性,给出下面的常规假设:(H1)水平集Ω={x∈Rn f(x)≤f(x1)}有下界,x1 是

初始点;(H2)f在Ω 的一个邻域N 内是连续可微的,且它的梯度g是Lipschitz连续的,即存在一个常数L>0
使得‖g(x)-g(y)‖≤L‖x-y‖,∀x,y∈N。

引理3 假设(H1)(H2)成立,考虑具有(2),(3)式形式的共轭梯度法,其中βk 由(6)式中的β
(1)
k 产生,则

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2 <
∞。 (13)

证明 由(9)式和假设(H1)知(σ-1)gT
kdk≤(gk+1-gk)Tdk≤Lαk‖dk‖2。于是αk≥

(σ-1)gT
kdk

L‖dk‖2
,由(8)式

有fk-fk+1≥-δαkgT
kdk≥

δ(1-σ)(gT
kdk)2

L‖dk‖2
。

又假设(H1)成立,所以序列{fk}收敛。将上式对k从1到∞进行累加,可得(13)式成立。
综上,结论得证。 证毕

定理1 假设(H1)(H2)成立,考虑具有(2),(3)式形式的共轭梯度法,其中βk 由(6)式中的β
(1)
k 产生,则

lim
k→∞
inf‖gk‖=0。 (14)

证明 若假设定理1不成立,则存在常数γ>0使得对任意的k有‖gk‖≥γ。由(3)式得,dk+gk=βkdk-1

两边平方,移项得‖dk‖2=β2k‖dk-1‖2-2gT
kdk-‖gk‖2。由(12)式可知:

‖dk‖2≤
(gT

kdk)2
(gT

k-1dk-1)
‖dk-1‖2-2gT

kdk-‖gk‖2。

将上式两端同时除以(gT
kdk)2 有

‖dk‖2
(gT

kdk)2
≤ ‖dk-1‖2
(gT

k-1dk-1)
- 2

gT
kdk
+‖gk‖2
(gT

kdk)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

‖dk-1‖2
(gT

k-1dk-1)
- ‖gk‖

gT
kdk

+ 1
‖gk

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖
2

+ 1
‖gk‖2

≤ ‖dk-1‖2
(gT

k-1dk-1)
+ 1
‖gk‖2

。

由(3)式和假设,将上式递推可得

‖dk‖2
(gT

kdk)2 ≤
… ≤∑

k

i=1

1
‖gi‖2 ≤

k
γ2。

于是
(gT

kdk)2

‖dk‖2
≥γ

2

k
,因此可得∑

k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2 ≥
γ2∑

k≥1

1
k =∞。 这与(13)式矛盾,定理得证。 证毕

3ZDY2方法性质及其全局收敛性

上面基于β
(2)
k 求解无约束问题(1)的算法可总结为如下算法2(ZDY2)。

算法2 (采用 Wolfe搜索准则的ZDY2算法)
步0,给定初始值x1∈Rn,d1=-g1,k=1。如果‖g‖=0则停止;
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步1,计算满足 Wolfe线搜索(8),(9)式的步长αk;
步2,计算xk+1=xk+αkdk。如果‖gk+1‖=0则停止;
步3,用(7),(3)式分别计算βk 和dk+1;
步4,置k=k+1,转步1。
根据定义,若gT

kdk≤-c‖gk‖2,c为常数且大于0,则称搜索方向满足充分下降条件。下面将证明,ZDY2
方法无需任何线搜索条件搜索方向满足充分下降条件。

引理4 考虑具有(2),(3)式形式的共轭梯度法,其中βk 由(7)式中的β
(2)
k 产生,参数μ>2,则对任意的k≥

1,有

gT
kdk≤- 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
‖gk‖2,μ>2。 (15)

证明 用数学归纳法证明。显然当k=1时,gT1d1=-‖g1‖2≤- 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
‖g1‖2。假设对k-1,gTk-1dk-1≤

- 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
‖gk-1‖2 成立。下面分两种情况对k的情形进行讨论:

若dT
k-1gk≠0,设θk 为向量gk-1与gk 的夹角。由(7)式及θk 的定义有

β
(2)
k+1=

‖gk‖2(1-cosθk)
μdT

k-1(gk-gk-1)
≤ 2‖gk‖2

μdT
k-1gk-μdT

k-1gk-1
≤2‖gk‖2

μdT
k-1gk

。

进而

gT
kdk=-‖gk‖2+β

(2)
k gT

kdk-1≤-‖gk‖2+
2‖gk‖2

μdT
k-1gk

gT
kdk-1=- 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
‖gk‖2。

若dT
k-1gk=0,由(3)式可得

gT
kdk=-‖gk‖2+β

(2)
k gT

kdk-1=-‖gk‖2≤- 1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
‖gk‖2。

综上,结论得证。 证毕

引理5 性质(*):考虑具有(2),(3)式迭代格式的方法,假设

0<γ1≤‖gk‖≤γ2, (16)

如果存在常数b>1,λ>0,使得当|βk|≤b,‖xk-xk-1‖=‖sk-1‖≤λ时,|βk|≤12b
成立,则称迭代方法具有性质

(*)。
证明 由(9),(15),(16)式知

(gk-gk-1)Tdk-1≥(1-σ)1-2æ

è
ç

ö

ø
÷

μ
γ2
1。 (17)

又由(7),(17)式和θk 的定义,有

0≤β
(2)
k =

‖gk‖2(1-cosθk)
μdT

k-1(gk-gk-1)
≤ 2‖gk‖2

dT
k-1(gk-gk-1)

≤ 2μγ22
(1-σ)(μ-2)γ21

。

令b= 2μγ22
(1-σ)(μ-2)γ21

>1,λ=
(1-σ)2(μ-2)2γ41

8Lμ2γ32
>0,若‖sk-1‖≤λ,则

β
(2)
k ≤

gT
k gk-

‖gk‖
‖gk-1‖gk

æ

è
ç

ö

ø
÷-1

dT
k-1(gk-gk-1)

≤
‖gk‖ gk-gk-1+gk-1-

‖gk‖
‖gk-1

gk-1

dT
k-1(gk-gk-1)

≤

2‖gk‖‖gk-gk-1‖
dT

k-1(gk-gk-1)
≤ 2Lμλγ2
(1-σ)(μ-2)γ21

=12b
。

综上,结论得证。 证毕

由引理4、引理5和文献[7]中的定理3.3.3,立即可得以下全局性收敛定理成立。
定理2 设假设(H1)(H2)成立,{xk}是由算法2产生的序列,αk 满足 Wolfe线搜索条件(8),(9)式,βk 由

(7)式产生,则

lim
k→∞
inf‖gk‖=0。 (18)
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即ZDY2方法是全局收敛的。
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OperationsResearchandCybernetics

TheGlobalConvergenceofModifiedDYConjugateGradientMethodsundertheWolfeLineSearch

ZHOUXueqin,LULinzhang
(SchoolofMathematicsandComputerScience,GuizhouNormalUniversity,Guiyang550001,China)

Abstract:TwomodifiedDYconjugategradientmethods(AlgorithmZDY1andAlgorithmZDY2)basedontheDai-Yuanmethodare

proposedforunconstrainedoptimizationproblems.WeprovetheglobalconvergenceofthetwomodifiedDYconjugategradient
methodsunderthestandardWolfelinesearch.OneofthetwomodifiedmethodsprovidesadescentdirectionwiththeWolfeline
search,theotherkeepsasufficientdescentdirectionwithoutanylinesearch.Intheprocessofsolvinglarge-scalenonlinearoptimiza-
tionproblems,theseresultsprovidetheorybasestoacceleratetheconvergencespeedandenhancetheconvergenceofthealgorithm.
Keywords:conjugategradientmethod;decentproperty;sufficientdecentproperty;Wolfelinesearch;globalconvergence
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