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广义Kuhn-Tucker真有效解在非光滑向量优化中的充分条件
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摘要:考虑带不等式约束的非光滑向量优化问题,并且引入带Clarke导数的广义Kuhn-Tucker约束品性,分别在广义Ku-
hn-Tucker约束品性成立和约束函数是凹函数这两种情况下,证明了Geoffrion真有效解是广义Kuhn-Tucker真有效解。
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众所周知向量优化问题中有效解的研究一直是最重要的研究课题之一,它为决策者提供了一种折中的解决

方案。但是有一些有效解呈现了一些异常的性质,为了解决这种现象,引入了许多真有效解的概念。在文献[1]
中指出Kuhn和Tucker引入了最原始的真有效解的概念,即Kuhn-Tucker真有效解,Geoffrion在文献[2]中提

出了另一种真有效解,即Geoffrion真有效解,这在一定程度上消除了一些异常的有效点,并且给出了它的一些

比较好的性质。
为了研究向量Lagrange乘子的存在性,在文献[3-7]中研究了向量优化的最优性条件并提出了多种约束品

性,如Kuhn-Tucker约束品性(KTCQ)、Zangwill约束品性、Mangasarian-Fromovitz约束品性、basic约束品性、
线性无关约束品性。文献[2]证明了在Kuhn-Tucker约束品性条件下Geoffrion真有效解和Kuhn-Tucker真有

效解之间的关系。
本文讨论了带Clarke导数的广义Kuhn-Tucker真有效解和广义Kuhn-Tucker约束品性(GKTCQ)。并证

明了在广义Kuhn-Tucker约束品性成立和约束函数是凹函数这两种情况下,Geoffrion真有效解是广义Kuhn-
Tucker真有效解。

1预备知识

在本文中,设Rn 为n 维欧氏空间。为了方便起见,对x,y∈Rn,记x≧y⇔xi≥yi,i=1,2,…,n;x≥y⇔x≥y
且x≠y;x>y⇔xi>yi,i=1,2,…,n。

下面给出一些基本概念和引理。
定义1[8] 设f:Rn→R在给定点x∈Rn 处是局部Lipschitz函数。f在x∈Rn 沿方向v∈Rn 的Clarke方向

导数为f°(x;v)=limsup
y→x,λ→0+

f(y+λv)-f(y)
λ

,f在x∈Rn 的Clarke次微分是

∂Cf(x)={ξ∈Rn:f°(x;v)≥<ξ,v>,∀v∈Rn}。
定义2[9] 函数f:Rn→R称为凹函数,如果对任意x,y∈Rn 和任意λ∈ 0,[ ]1 满足

f(λx+(1-λ)y)≥λf(x)+(1-λ)f(y)。
若f在Rn 是局部Lipschitz函数,则f是凹函数等价于f(y)≤f(x)+f°(x;y-x),∀x,y∈Rn。

本文考虑如下带不等式约束的非光滑向量优化问题:
(VP)minf(x)=(f1(x),f2(x),…,fl(x)),

s.t.g(x)=(g1(x),g2(x),…,gm(x))≦0。
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其中实值函数fi:Rn→R,i∈I:={1,2,…,l}和gj:Rn→R,j∈J:={1,2,…,m}在 Rn 上均为局部Lipschitz函

数。问题(VP)的可行集D 为D={x:g(x)≤0}。设J(x)={j∈J:gj(x)=0}。
定义3[1] 可行解x∈D 是问题(VP)的有效解,若不存在x∈D 使得f(x)≤f(x)。
定义4[2] 设可行解x∈D 是问题(VP)的Geoffrion真有效解,若x是问题(VP)的有效解且存在实数M>0,

使得对任意的i(i=1,2,…,l)及任意满足fi(x)<fi(x)的x∈D,总存在满足fj(x)>fj(x)的j,使得

fi(x)-fi(x)
fj(x)-fj(x)

≤M。

定义5[1] 可行解x∈D 是问题(VP)的广义Kuhn-Tucker真有效解,若x是问题(VP)的有效解且不等式系

统

f°i0(x;d)<0,存在i0∈I; (1)

f°k(x;d)≤0,∀k∈I\{i0}; (2)

g°j(x;d)≤0,∀j∈J(x) (3)
在Rn 中无解。

引理1[8] 设f:Rn→R在 Rn 上为局部Lipschitz函数,则:1)函数d→f°(x;d)在 Rn 上是有限的、正齐次

的、次可加的;2)f°(x;d)在点(x,d)处是上半连续函数;3)(-f)°(x;d)=f°(x;-d);4)f°(x;v)=
max{<ξ,v>,∀ξ∈∂Cf(x),∀v∈Rn}。

引理2[8] 设x,y∈Rn 和f 在包含线段[x,y]的开集上是局部Lipschitz函数,则在线段(x,y)上存在一点u
使得f(y)-f(x)∈<∂Cf(u),y-x>。

2主要结论

下面给出广义Kuhn-Tucker约束品性(GKTCQ)。
(GKTCQ) 对任意满足g°j(x;d)≤0,∀j∈J的d∈Rn,存在一个实数t>0,函数θ:[0,t]→Rn 和α>0使得

θ(0)=x,g(θ(t))≦0,∀t∈[0,t]和θ′(0)=αd。
定理1 设x∈D 是问题(VP)的可行解,并且假设在点x处(GKTCQ)成立。如果x∈D 是问题(VP)的

Geoffrion真有效解,则x是问题(VP)的广义Kuhn-Tucker真有效解。
证明 因为x∈D 是问题(VP)的Geoffrion真有效解,则显然x是问题(VP)的有效解。为了证明x是问题

(VP)的广义Kuhn-Tucker真有效解,只需要证明任意d∈Rn 都有系统(1)~(3)式不成立即可。下面利用反证

法来证明。
假设对任意固定的i∈I,存在di∈Rn 使得

f°i(x;di)<0; (4)

f°k(x;di)≤0,∀k∈I\{i}; (5)

g°j(x;di)≤0,∀j∈J(x)。 (6)
由(GKTCQ)和(6)式,可得存在实数t>0,函数θ:[0,t]→Rn 和α>0使得θ(0)=x,g(θ(t))≦0,∀t∈[0,t]

和θ′(0)=αdi,显然θ(t)∈D,∀t∈[0,t]。
下面考虑对任意收敛于0的正的序列{tm}∞m=1⊆(0,t),对任意m∈N,定义集合

Γm={k∈I\{i}:fk(θ(tm))>fk(x)}。
显然对任意m∈N,Γm≠∅。假设对任意m∈N,Γm 是恒定的。通过引理2,可得在线段[θ(tm),x]中存在

uim,即存在췍λi∈(0,1)使得uim=x+췍λi(θ(tm)-x),和存在ξi∈∂Cfi(uim),存在vm∈(0,tm)使得

fi(θ(tm))-fi(x)=<ξi,θ(tm)-x>, (7)

θ(tm)-x=θ(tm)-θ(0)=tmθ′(vm),∀m∈N。 (8)
由(7),(8)式可知fi(θ(tm))-fi(x)=tm<ξi,θ′(vm)>,再联合引理1的结论4),θ′(vm)∈Rn,tm∈(0,t)以及

(4)式可得

fi(θ(tm))-fi(x)=tm<ξi,θ′(vm)>≤tmf°i(x;di)<0,
即fi(θ(tm))-fi(x)<0。因此显然可以得到
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-<ξi,θ′(vm)>>0。 (9)
再由引理2可得,在线段[θ(tm),x]中存在ukm,即存在췍λk∈(0,1)使得ukm=x+췍λk(θ(tm)-x),和存在ξk∈

∂Cfk(ukm)使得

fk(θ(tm))-fk(x)=<ξk,θ(tm)-x>>0,∀k∈Γm。 (10)
因此由引理1的结论4)及(7),(8)和(10)式可得

f°i(uim;θ′(vm))≥<ξi,θ′(vm)>=<ξi,(θ(tm)-x)/tm>, (11)

f°k(ukm;θ′(vm))≥<ξk,θ′(vm)>=<ξk,(θ(tm)-x)/tm>>0。 (12)
又因为uim→x(m→∞),ukm→x(m→∞),tm→0(m→∞),vm→0(m→∞),则由α>0,引理1的结论1)和2)

及(4),(5)和(12)式可得

lim
m→∞

f°i(uim;θ′(vm))≤f°i(x;θ′(0))=f°i(x;αdi)=αf°i(x;di)<0, (13)

0≤lim
m→∞

f°k(ukm;θ′(vm))≤f°k(x;θ′(0))=f°k(x;αdi)=αf°k(x;di)≤0,

即

lim
m→∞

f°k(ukm;θ′(vm))=αf°k(x;di)=0。 (14)

另一方面,由(7)~(12)式,可得对任意k∈Γm,有

fi(x)-fi(θ(tm))
fk(θ(tm))-fk(x)=

-[fi(θ(tm))-fi(x)]
fk(θ(tm))-fk(x) =-

<ξi,θ(tm)-x>
<ξk,θ(tm)-x>=

-<ξi,tmθ′(vm)>
<ξk,tmθ′(vm)>=

-<ξi,θ′(vm)>
<ξk,θ′(vm)>≥

-<ξi,θ′(vm)>
f°k(ukm;θ′(vm))

≥-f°i
(uim;θ′(vm))

f°k(ukm;θ′(vm))
。 (15)

因此由(13)~(15)式可得

lim
m→∞

fi(x)-fi(θ(tm))
fk(θ(tm))-fk(x)≥limm→∞

-f°i(uim;θ′(vm))
f°k(ukm;θ′(vm))

=
lim
m→∞
[-f°i(uim;θ′(vm))]

lim
m→∞

f°k(ukm;θ′(vm))
=+∞,

这是与x∈D 是问题(VP)的Geoffrion真有效解矛盾,故假设不成立,因此x是问题(VP)的广义Kuhn-Tucker真

有效解。 证毕

注1 若问题(VP)中的实值函数fi:Rn→R,i∈I和gj:Rn→R,j∈J在Rn 上均为可微函数,则定理1可退

化为文献[1]中定理2.51。
定理2 设x∈D 是问题(VP)的可行解,并且假设gj(x),(j∈J)均是凹函数。如果x∈D 是问题(VP)的

Geoffrion真有效解,则x是问题(VP)的广义Kuhn-Tucker真有效解。
证明 类似定理1的证明,假设对任意固定的i∈I和存在di∈Rn 使得(4)~(6)式成立。对任意收敛于0

的正的序列{tm}∞m=1,设xi
m=x+tmdi,显然xi

m→x(m→∞)。
因为gj(x),(j∈J)均是凹函数,联合引理1的结论1)和(6)式,可得

gj(xi
m)=gj(x+tmdi)≤gj(x)+g°j(x;tmdi)=gj(x)+tmg°j(x;di)≤0。

因此xi
m∈D。在定理1的证明过程中,设α=1,t充分大和θ(t)=x+tdi,即θ(tm)=xi

m,因此

lim
m→∞

fi(x)-fi(xi
m)

fk(xi
m)-fk(x)≥

lim
m→∞
[-f°i(uim;di)]

lim
m→∞

f°k(ukm;di)
=+∞,

这是与x∈D 是问题(VP)的 Geoffrion真有效解矛盾,故假设不成立,因此x是问题(VP)的广义 Kuhn-
Tucker真有效解。 证毕

注2 若问题(VP)中的实值函数fi:Rn→R,i∈I和gj:Rn→R,j∈J在Rn 上均为可微函数,则定理2可退

化为文献[1]中定理2.52。
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