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一个可中断三台可拒绝平行机半在线排序问题
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摘要:研究了工件带有拒绝费用的3台平行机半在线算法。工件逐个到达,当工件到达时可以被接收加工,消耗一定的加

工时间,也可以被拒绝,但此时要付出一定的拒绝费用。进一步假定工件的加工时间与拒绝费用事先成固定比例α(α≥
0)。目标为被接收工件的最大完工时间与被拒绝工件的总罚值之和最小。针对工件加工可中断情形,设计出半在线算法

ARH,并证明算法ARH的竞争比为关于参数α的分段函数,且为紧界。
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在经典的排序文献中,工件不允许被拒绝,即任何工件都必须被安排到机器上进行加工。然而在实际的生

产实践中,生产决策者并非总是如此。随着社会经济的迅速发展,市场竞争也越来越激烈,为了使企业在市场竞

争中立于不败之地,良好的调度管理和有效的控制成本成为企业间竞争的重要因素。因此在现有的生产资源有

限的前提下,为了使企业获得尽可能多的的利润,生产厂家有时不得不拒绝一些资源耗费较多但带来的利润却

较少的工件。基于实际生产中上述问题比较常见,所以工件带拒绝费用的排序问题受到研究人员广泛关注。
下面主要研究了工件带拒绝费用的3台平行机半在线排序问题。基本模型描述如下:设有3台机器 M1,

M2,M3 和n个工件J1,J2,…,Jn,每台机器的加工速度相同,每个工件Jj 带两个参数(pj,tj),pj 表示其拒绝费

用,tj 表示其加工时间。当工件Jj 到达后,生产决策者需马上做出决定,工件可以被拒绝,但要付出一定的拒绝

费用;也可以选择被加工,花费一定的加工时间。目标为被拒绝工件的总拒绝费用与被加工工件的最大完工时

间(Makespan)之和最小。文中进一步假设每个工件的拒绝费用和加工时间成固定比例α(α≥0),且文中允许工

件中断加工(Preemptive),即任何工件允许在加工过程中中断,在之后的某一时刻分配给另外的机器进行加工,
以上排序模型用三参数法表示为P3prmt,rej,pj=αtj W。

对于排序问题,人们致力于研究它的近似算法,通常用竞争比ρA 来衡量算法A的优劣。设CA(I)为用算法

A安排实例I所得的目标值,COPT(I)为离线排序下的最优值,则定义ρA=inflCA(I)≤lCOPT(I),∀{ }I ,一个排

序问题具有下界ρL 是指不存在一个算法A,它的竞争比严格小于ρL。如果某算法A的竞争比与它相应的下界

相等,即ρA=ρL,则称该算法为最优近似算法。
对于带拒绝费用的离线的平行机排序问题(简记成MSR),最早开始在文献[1]中提出,并确定了一个完全多

项式近似方案。对于带拒绝费用的在线的平行机排序问题 MSR,且加工不允许中断,Bartal[1]等人对任意的机

器数m 设计出一个最佳算法RTP(T),它的竞争比为2.618;特别针对机器数为2时,进一步提出算法RP(a),证
明该算法的竞争比为1.618,且该算法最优;同时对于机器数为3,提出算法并证明竞争比为2,下界为1.839。文

献[2]将该问题推广到2台同类机的情形(简记为USR1),当机器数分别为2和3时,给出了在线算法LSR,证明

了该算法关于s的参数竞争比。当机器台数为2时,文献[3]在区间s∈ 1,5+1
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处达到最优。对于加工可中断的 MSR情形,文献[4]对机器数m≥2得到了一个算法,它的竞争
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比为4+ 10
3 <2.38743,当机器数充分大时,下界为2.12457。文献[5]研究了一类目标函数为极小化加权总完

工时间的可拒绝排序,文中针对到达时间都相同的同型机排序问题,设计了伪多项式时间的动态规划算法,并给

出了相应的FPTAS算法。文献[6]进一步将带拒绝的排序问题作了推广,考虑的是带有到达时间、拒绝费用、不
可用区间的单机排序问题,文中给出一个近似算法,并证明该算法为3-因子算法,最后得到一个全多项式时间近

似方案,并证明该方案的时间复杂性on2æ
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。文献[7-9]讨论了一类工件的拒绝费用和加工时间成固定比例

α(α≥0)的平行机排序问题,文献[7]针对机器数m=2时,设计出在线算法NPRL,证明算法的竞争比ρNPRL和下

界均为关于参数α的分段函数。且当α∈ 0,2
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∪[1,+∞)时算法已达到最优。当机器数m=3时,文献[8]设

计出在线算法PRL,证明算法的竞争比ρPRL和下界均为关于参数T 的分段函数,且在T 的绝大多数区间上算法

最优。对于可中断加工的且带拒绝费用的平行机半在线排序问题,文献[9]对于机器台数m=2时,设计出半在

线算法PRH,同时给出问题的下界,且当α∈ 0,2
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带拒绝费用的平行机半在线排序问题,因为它的组合结构比较复杂,难度也比较大,所以目前研究的结果很

少。本文是基于文献[9]的基础上,针对机器台数m=3时,将算法进行适当改进,设计出半在线算法ARH,证明

了该算法竞争比ρARH为关于参数α的分段函数,且在α的各个区间上由算法所得的竞争比均严格小于2。此结

果进一步说明了半在线信息或条件可以设计出比在线情况性能比更好的算法。

1ARH算法的设计

问题P3prmt,rej,pj=αtj W 的描述已在引言中介绍,下面对文中涉及到的符号作统一规定:J 表示工件

集;Jj 表示第j个工件;A 表示ARH算法中被加工的工件集;A表示最优算法中被加工的工件集;R 表示ARH
算法中被拒绝的工件集;R表示最优算法中被拒绝的工件集;y表示ARH算法中最后一个完工的工件,由它决定

了被加工工件集的最大完工时间;L(S),S⊆J表示S 中所有工件的加工总长度;P(S),S⊆J表示S 中所有工件

的总罚值;C(T),T⊆J表示T 为被加工工件集时的最大完工时间;COPT(T),T⊆J表示将T 中所有工件接收加

工产生的最优;WA=C(A)+P(R)表示ARH算法的目标值;WOPT=C(A)+P(R)表示最优算法的目标值;ρARH
表示ARH算法的竞争比。

算法的中心思想:如果α较大,即工件的拒绝费用相对于工件加工时间较大,则将工件接收;如果α较小,即
每个工件的拒绝费用相对于工件加工时间较小,故将工件拒绝较好。由于在同型机排序中,对于加工可中断情

形,文献[10]已给出最优算法,当机器台数m=3时,竞争比为1.42。对于加工可中断可拒绝的同型机排序,文

献[9]设计出PRH算法,在算法中当参数α∈ 0,2
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为了便于设计算法和分析竞争比,建立下述准备知识。

1)对于加工可中断的同型机排序问题,离线情形下的最优值为COPT=max
∑
n

j=1
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} [10]。

2)对于3台可中断同型机半在线排序,当工件Jj 达到时,令当前机器M1,M2,M3 的负荷分别为L1,L2,L3,
分配完工件Jj 后的机器负荷分别为L′1,L′2,L′3,最优解值为COPT′(COPT′通过(1)式中所描述的计算可得)。

H规则:1)将工件Jj 尽可能分给机器M3 加工,只要L′3=L3+tj3≤
3
2C

OPT′,其中tj3
为工件Jj 被分给机器

M3 部分的长度;2)如果情形1)中还无法完成工件Jj 的加工,则将工件剩余部分按LS规则分给机器M1,M2 加

工,即将剩余部分安排到能使工件最早完工的机器M1 或M2 上加工。

注1 H算法确保在任何时刻,3台机器的负荷满足L1≤L3,L2≤L3,且L3≤32C
OPT。

注2 算法确保每一步可行。

注3 算法保证C(J)≤32max
1
3L
(J),max(tj{ })。
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算法ARH 1)当α∈[0,a0)时,拒绝所有工件;2)当α∈ a0,[ )+∞ 时,接受所有工件并按 H规则分配加

工。其中a0 是方程3α= 9
6α+1

的正根,且a0=-1+ 73
12 ≈0.6287。

2主要结果

引理1 当α∈ 1
3
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÷+∞ 时,且在最优解中最少有一个工件(记为x)被拒绝,则有 WOPT≥P({x})+
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证明 因为当α∈ 1
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÷+∞ 时,对每个工件Jj,总有pj=αtj≥13tj,所以有

WOPT=P(R)+C(A)=P({x})+P(R\{x})+C(A)≥P({x})+αL(R\{x})+13L
(A)≥

P({x})+13 L(R\{x})+13L
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定理1 ARH算法的竞争比为ρARH=
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证明 下面对参数α的不同取值范围分情况进行讨论。
情况1,当α∈[0,a0)时,根据算法所有工件均被拒绝,此时有:

WARH=P(J)=P(A∪R)=P(A)+P(R)=αL(A)+P(R)≤3αC(A)+P(R)≤

max 3α,{ }1 C(A)+P(R[ ])=max 3α,{ }1WOPT (1)

若α∈ 0,é
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,则有WARH≤WOPT,此时算法已为最优。

若α∈ 1
3
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÷0 ,则有WARH≤3αWOPT。

情况2,当α∈ a0,[ )1 时,根据算法所有工件均被接收,并按 H规则安排加工,则有WARH=C(J),令x为工

件集J 中加工长度最大的工件,以下对x的长度范围分情况讨论。

子情况2.1,当tx≤13L
(J),根据注3得:

WARH=C(J)≤32×
1
3L
(J)=12L

(J)=12L
(A)+12L

(R)=12L
(A)+12×

1
αP(R)≤

1
2×3C

(A)+12×3P
(R)=32 C(A)+P(R[ ])=32WOPT。

子情况2.2,若tx>13L
(J),则有WOPT(J)=tx,此时WARH=C(J)≤32tx。

若x在最优解中被接收加工,则有WOPT(J)≥tx,易得WARH≤32tx≤32WOPT。

下面假定x在最优解中被拒绝,进一步假设分配x时,机器M1,M2,M3 的负荷分别为L′1,L′2,L′3,由算法 H
可知,必有L′1≤L′3,L′2≤L′3,成立。于是有:

1)若L′3+tx>32tx,则根据 H规则,x被拆分成x1,x3 两部分,其中x3 分给 M3 加工,x1 按LS算法分给

M1,M2 加工,此时有

WARH=C(J)=L′3+tx3=
3
2tx。 (2)
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因为在x之后,所有工件将按LS算法分给M1,M2 加工,可知L′3=32tx-tx3≥
3
2tx-tx=12tx 且

L(J\{x})≥L′3≥12tx (3)

成立。
另外,再由引理1可知:

WOPT≥P({x})+13L
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1
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2)若L′3+tx≤32tx,则x整体分给M3 加工,且M3 的负荷不会超过3
2tx,记M3 上除去x之外的剩余负荷为

L3,则有:

WARH=C(J)=L3+tx3≤
3
2tx (5)

以及

L3≤32tx-tx=12tx。 (6)

另外,再由引理1得到:

WOPT≥P({x})+13L
(J\{x})≥αtx+13L3

。 (7)

最后综合(5)~(7)式得到WARH

WOPT≤
L3+tx
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综合情况2中结论,最终有WARH
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情况3,α∈[1,+∞)。此时每个工件均满足pj≥tj,显然最优算法必将所有工件均接收加工,情况相当于不

可拒绝的情形,因此算法上界即为WARH

WOPT≤
3
2
。 证毕

下面构造实例说明以上界是紧的。
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时,算法已为最优。

2)当α∈ 1
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÷0 时,取工件J1=(1,a),J2=(1,a),J3=(1,a),根据算法它们均被拒绝,WARH=3α,而在最

优解中它们将全部被接收并分给不同的机器进行加工,于是WARH

WOPT≤
3α
1=3α

。
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收并都分配给机器 M3 加工,WARH=32
,而在最优解中将拒绝J1,但接收J2,J3,J4 且分给不同的机器加工,

WOPT=α+16
,于是得WARH

WOPT=

3
2

α+16

= 9
6α+1

。
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4)当α∈ 5
6
,é

ë
êê
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÷+∞ 时,取工件J1=(1,a),J2=(1,a),J3=(1,a),J4=(1,a),J5=(1,a),J6=(1,a),J7=

(3,3a),算法将它们全部接收并按H算法分配加工,得WARH=92
,而在最优解中也将其全部接收,得WOPT=3,

于是得到WARH

WOPT=
3
2
。

3结语

讨论了加工可中断的且带拒绝费用的平行机半在线排序问题,设计出半在线算法ARH,并给出算法的竞争

比。接下来将致力于将上述问题中的机器台数推广到任意台m,构造相应的算法并分析算法的竞争比。
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PreemptiveSemiOn-lineSchedulingonThreeIdenticalMachineswithRejection

RONGJianhua1,PENGLi1,ZHANGLingling1,HOULiying2

(1.SifangCollege,ShijiazhuangTiedaoUniversity,Shijiazhuang051132;

2.CollegeofSciences,NanjingAgriculturalUniversity,Nanjing210095,China)

Abstract:Investigatesthesemion-lineschedulingproblemonthreeidenticalmachineswithrejection.Thejobcomesonebyone,

andwhenajobarrives,itcanbeacceptedandscheduledonsomemachineorrejectedbypayingitspenalty.Anditisfurtheras-
sumedthattheprocessingtimeofeachjobanditspenaltyformstheregularproportiondenotedbyα(α≥0)inadvance.Theobjective
istominimizethesumofthemakespanproducedbytheacceptedjobsandthetotalpenaltyofthejobswhichhavebeenrejected.
Preemptionisallowed.Forthisversion,wepresentansemion-linealgorithmARHandprovethecompetitiveratio.
Keywords:identicalmachine;rejection;preemptive;on-linescheduling;competitiveratio
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