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极端频率情形下二项分布比例置信区间的比较
*

张 学 新

(湖北工程学院 数学与统计学院,湖北 孝感432000)

摘要:为在二项分布比例参数p 的点估计p̂值接近于0或1的极端情形下选择p 的置信区间,对 Wald,Plus4,Wilson,

CP,Jeffreys,Hall,Kott-Liu,Cai和T-approximation等17种二项分布比例参数p的置信区间的平均覆盖率与期望长度进

行模拟比较,分析各置信区间覆盖率随比例参数p变动时的表现。研究结果表明:WilsonScore检验的置信区间总体最

优,在二项分布比例的点估计p̂值很小或很大时,Cai,Kott-Liu置信区间的覆盖率较好。
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某类样本出现很小,甚至为0频数时,如何估计该类占总体的比例? 如果运用传统的二项分布比例参数的

置信区间,例如利用 Wald检验方法,得出关于p的95%置信区间等于p̂±u1-α
2

p̂(1-p̂)
n =(0,0),几乎没有意

义。国内外已有一些对二项分布比例参数的置信区间修正研究。刘镇瑜、王军等人[1]根据二项分布离散的特点

提出的一种暴力算法,指出 Wald方法在各方面的性能都很差,建议进行修改。姚励[2]、李丹[3]比较了 Wilson,

Agresti-Coull和Jeffreys等3个区间的优劣。Zhou等人[4]基于p的Logit变换的Edgeworth展开,提出一种二

项比例的置信区间,比较了 Wilson,Agresti-Coull及Jeffreys区间的2个性能。AlanAgresti等人[5-11]对分类数

据分析的最优置信区间进行了探讨,对 Wald检验、Score检验、P(Plus)4检验和Clopper-Pearson检验进行了分

析对比。

本文模拟比较多达17种方法的置信区间,特别考虑了极端频率情形,即点估计p̂值接近于0或接近于1时,
有关置信区间的表现。

1沃尔德(Wald)检验及p的置信区间

设二项分 布 比 例 参 数 p 的 点 估 计 为p̂,SE 为p̂的 标 准 误 不 为 零。沃 尔 德 统 计 量 为 uw =
p̂-p0
SE =

p̂-p0

p̂(1-p̂)/n
,在 H0:p=p0 时近似服从标准正态分布。解关于p0 不等式组 uw <u1-α

2
,得:

p̂∓u1-α
2

p̂(1-p̂)
n

。 (1)

它是一种传统置信区间,依据中心极限定理,除非n非常大,否则该置信区间很不准确。本文的模拟表明,
当p的值接近于0或1时,它的概率通常会低于名义置信水平100(1-α)%。

2改进的置信区间

2.1Wilson置信区间[5]

原假设 H0:p=p0。为利用对数似然函数L(p)的斜率和曲率。令u(p0)=m
p0
-n-m
1-p0

,l(p0)= n
p0(1-p0)

,
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则统计量us=
u(p0)
[l(p0)]

1
2
,即us=

p̂-p0
p0(1-p0)

n

~N(0,1)。与沃尔德统计量uw 使用p̂所对应的标准误不同,得分

统计量us 使用p0 对应的标准误。相应置信区间可表示为:
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可以这样理解:置信区间的中点p~=p̂ n
n+u21-α
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是关于p̂和1
2

的加权平均数,进一步可得p~=

(m+u21-α
2
)/(n+u21-α

2
),等同于在发生与不发生两类观测值中各增加了u21-α

2
个观测值后所得到的新样本中的点

估计,样本大小是n+u21-α
2
而不是n。

Wilson置信区间也称 WilsonScore置信区间、Rao’sScore、Score[11]置信区间。

当p̂→0时,令λ是∑
np̂-1

k=0

λk

k! e
-λ =1-α的解,把下限用λ/n取代得到修正的 Wilsonp置信区间。

为了使最小的覆盖率与名义值匹配,可以做Yates修正,得置信区间限[12]为:
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(3)

2.2P(Plus)4检验方法及p的置信区间[5]

P(Plus)4检验是在 p̂-p0
p0(1-p0)

n

<u1-0.52 中,把u1-0.52 =1.96以2代替,得P(Plus)4检验比例参数的95%

置信区间为:

np̂+2
n+4 ∓2
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n
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不难看出,它实际为沃尔德(Wald)检验的置信区间的一种调整,也称为Agresti-Coull置信区间。

2.3Jeffreys检验的方法及p的置信区间[12]

这是一种等尾Bayes置信区间:设B(1-α;a,b)表示Beta分布的1-α分位数,则Jeffreys置信区间上下限

为:

LJ(x)=B α
2
;np̂+0.5,n(1-p̂)æ

è
ç

ö

ø
÷+0.5 ,UJ(x)=B1-α

2
;np̂+0.5,n(1-p̂)æ

è
ç

ö

ø
÷+0.5 , (5)

规定LJ(0)=0,UJ(n)=1。该区间的端点值需要借助软件做数值计算。

修正的Jeffreysp置信区间,当p̂→0或p̂→1时,取

LJ(x)=1-
n
α
2
,UJ(x)=

n
α
2
。 (6)

2.4近似检验的方法及p的置信区间[13]

令c=var
(V(p̂,n))

2E(V(p̂,n))
,v=2

[E(V(p̂,n))]
var(V(p̂,n))

2
,把var(V(p̂,n))近似展开:var(V(p̂,n))≈var(np̂)/n4+
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var((np̂)2)/n6-2Cov(np̂,(np̂)2)/n5=(p-p2)/n3+[p+(6n-7)p2+4(n-1)(n-3)p3-2(n-1)(2n-3)×

p4]/n5-2[p+(2n-3)p2-2(n-1)p3]/n4,结果记之为Ω(p̂,n)。

假设p̂,V(p̂,n)是近似独立的,依据p̂的渐进正态性,则可得 p̂-p

V(p̂,n)
=
(p̂-p)E(V(p̂,n))

V(p̂,n)
cv

,这就是近似

T 检验,自由度v≈2V
(p̂,n)2

Ω(p̂,n)
。相应p的置信区间为:

p̂∓tv,α2 V(p̂,n)。 (7)

2.5Clopper-Pearson检验方法及p的置信区间[10]

Clopper-Pearson检验方法计算分布的每个尾部超过α
2

的p值,区间的上限和下限通过求解p0 的方程组得
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,关于Clopper-Pearson检验比例参数的置信区间,当p̂=0时,下限为0;当p̂=1时,

上限为1。当np̂=1,2,…,n-1时,根据二项分布之和与beta函数之间的联系以及相应的beta累积分布函数

和F 分布,相应置信区间等于
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其中Fa,b(c)表示自由度为a和b的F 分布的第1-c个分位数。
理论上讲,Clopper-Pearson方法近乎完美,故也称之为精确(CP)方法。然而,由于离散性的存在,置信区间

对于任何p的实际涵盖概率都至少不小于名义上的置信水平,而且可能会比后者大很多。在本文模拟中将看

到,Clopper-Pearson检验100(1-α)%的置信区间覆盖率比名义上设定的置信水平要高。

2.6其他方法的置信区间

Mid-P[14]置信区间可以视为Jeffreysp的置信区间的改进,上下限为:
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Hall[14]置信区间         p̂+
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Kott-Liu[15]置信区间     p̂+
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令η=
u21-α

2

3 +16
,p=
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n
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n
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,则Cai[16]置信区间为:
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反正弦变换的置信区间[10]为:
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该方法的Vararcsin p( )( )^ ≈14n
,比较稳定。
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Poisson置信区间[15],当n很大而p 很小时,用Poisson分布近似二项分布,置信区间为:
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求分位数获得置信区间(LLR,ULR)。

3各种置信区间的模拟研究

统计上,一个置信区间的覆盖率是它包含感兴趣真值的次数占总次数的比例。通常100(1-α)%的置信区

间的置信水平1-α只是名义覆盖率,覆盖率是区间包含感兴趣真值的概率,可以通过试验估计。
模拟研究基于如下3个命题,证明从略。
命题1 若随机数X 服从均匀分布,记作X~U(0,1),则P(X≤p)=p。

命题2 若Xi(i=1,2,3,…,n)相互独立且服从0-1分布,即Xi~
0 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

p p
,则X=∑

n

i=1
Xi 服从二项分布。

命题3 设CI=[L(np̂,n) U(np̂,n)]是二项分布比例参数p的一个置信区间,则其覆盖率与平均宽度分

别是Cn(p)=∑
n

np̂=0

I(np̂,p)Cnp̂
npnp̂(1-p)n(1-p̂),EWn(p)=∑

n

np̂=0

(U(np̂,n)-L(np̂,n))Cnp̂
npnp̂(1-p)n(1-p̂),其中

I(np̂,p)=
1,p∈CI
0,p∉{ CI

。

试验方案1(n,p 都变动),X~B(n,p)。取真实的p 值从0.01~0.99,步长0.01;参数n分别取值5,25,

100。每个置信区间重复10000次,比较各种方法的性能,从中剔除在参数n=5,25,100时平均覆盖率都显著低

于名义水平的Arcsine,Mid-P,CP,ModifiedJeffreys和logit置信区间,及显著低于名义水平的 Wilsoncorrec-
tion,Poisson置信区间后,汇总在表1~3。

试验方案2(仅p变动),X~B(50,p)。取真实的p值从0~0.3,步长0.05,做出覆盖率函数随p变化的图

像,从表中选择出性能较好的4种方法的置信区间的表现见图1所示。

表1 小样本情形各比例参数置信区间表现

Tab.1 PerformanceofsmallsampleCIforproportionparameter

样本数量 方法 95%置信区间平均覆盖率 95%置信区间平均宽度

5 Wald 0.6473 0.2482

5 Plus4/Agresti-Coull 0.8959 0.0757

5 Score/Wilson 0.9553 0.0281

5 Scorecorrection 0.9670 0.1399

5 CP 0.6675 0.2650

5 Jeffreys 0.9561 0.0260

5 ModifiedWilson 0.9728 0.0252

5 Hall 0.6719 0.2625

5 Kott-Liu 0.9974 0.0032

5 Cai 0.9611 0.0240

5 T-approximation 0.9716 0.0224
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表2 中等大小样本情形各比例参数置信区间表现

Tab.2 PerformanceofmediumsizesampleCIforproportionparameter

样本数量 方法 95%置信区间平均覆盖率 95%置信区间平均宽度

25 Wald 0.8699 0.1412

25 Plus4/Agresti-Coull 0.9390 0.0334

25 Score/Wilson 0.9518 0.0151

25 Scorecorrection 0.9741 0.0085

25 CP 0.9094 0.1566

25 Jeffreys 0.9512 0.0181

25 ModifiedWilson 0.9678 0.0120

25 Hall 0.8933 0.1817

25 Kott-Liu 0.9677 0.0128

25 Cai 0.9539 0.0167

25 T-approximation 0.9647 0.0129

表3 大样本情形各比例参数置信区间表现

Tab.3 PerformanceoflargersampleCIforproportionparameter

样本数量 方法 95%置信区间平均覆盖率 95%置信区间平均宽度

100 Wald 0.9275 0.0501

100 Plus4/Agresti-Coull 0.9473 0.0142

100 Score/Wilson 0.9495 0.0098

100 Scorecorrection 0.9659 0.0082

100 CP 0.9540 0.0524

100 Jeffreys 0.9500 0.0100

100 ModifiedWilson 0.9643 0.0103

100 Hall 0.9399 0.0598

100 Kott-Liu 0.9526 0.0101

100 Cai 0.9502 0.0100

100 T-approximation 0.9580 0.0125

100 Log-likelihood-ratio 0.9480 0.2140

图1 4种较优方法置信区间的覆盖率曲线

Fig.1 CoveragecurvesofClsobtainedby4optimalmethods

从图1可看出,当p 在0.05附近时,比较好的是

Score与P4置信区间,而T-近似置信区间的覆盖率对较

小的p值偏低。
试验方案3(仅p 变动),X~B(5,p)。模拟1000

次,比较p靠近两端时,几种修正方法置信区间的覆盖

率,见表4所示。
下面再对 Plus4/Agresti-Coull,Score/Wilson与精

确(CP)方法的置信区间平均区间长度随参数p 的变化

做个比较,见图2所示。
各置信区间CI的期望宽度在p=0.5最宽,在p→0

或p→1时,退化为一点了。由于离散性的存在,尽管理
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论上Clopper-Pearson方法近乎完美,但是它的CI的期望宽度比Plus4/Agresti-Coull置信区间、Score/Wilson
置信区间的长。

表4 几种修正置信区间在比例参数P为极端情形的表现

Tab.4 PerformancesofmodifiedClsforextremeproportionparameterP

方法
小 P 值 大 P 值

P=0 P=0.01 P=0.02 P=0.05 P=0.8 P=0.9 P=0.99 P=1

Mid-P 0 0 0 0.2140 0.6060 0.4220 0 0

Hall 0 0.0530 0.0960 0.2330 0.6640 0.4230 0.0500 0

Kott-Liu 0 1.0000 1.0000 0.9980 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

Cai 1.0000 1.0000 0.9960 0.9790 0.9390 0.9060 0.9990 1.0000

图2 3种比例置信区间的平均长度(n=100)

Fig.2 Averagelengthsof3Clsforproportionparameter(n=100)

4讨论

从模拟结果看,总体上Score/Wilson置信区

间最好。WilsonScore/Wilson,Agresti-Coull置

信区间覆盖率较好,但是在p→0或p→1时差,

Jeffreys区间期望长度最短。Score/Wilson置信

区间不仅长度最短,而且经常对准了正确的覆盖

率。精确(CP)方法区间则是过度覆盖。而且精

确(CP)方法区间长度较长除非真实比例接近1
或0,此时它最短,但几乎是退化的一个点。精确

(CP)方法区间并非理论上期望的那样好。
在样本量n≤40时,Score/Wilson、Jeffreys

置信区间较好。对大的n,Score/Wilson,Jeffreys和Agresti-Coull区间仍具可比性,不过Agresti-Coull区间的

表达最为简单。

Wald,Arcsine置信区间在覆盖率上有大的偏差与振荡Poisson有很大的覆盖率。
小样本情形,当p→0,Cai和 Kott-Liu置信区间方法表现较好。当p→1,Cai和 Kott-Liu置信区间较好,

Mid-P和Hal置信区间l很差。

当点估计p̂=0时,许多置信区间的下限估计值为负值。对此,张学新等人[18]在假定n次试验中都不成功的

概率不低于α%下,给出比例参数100(1-α)%的置信区间 0,-1nln
æ

è
ç

ö

ø
÷α 。
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ComparisonsofConfidenceIntervalsfortheBinomialProportionwithExtremelyFrequency

ZHANGXuexin
(SchoolofMathematicsandStatistics,HubeiEngineeringUniversity,XiaoganHubei432000,China)

Abstract:Toselectconfidenceintervalsforthebinomialproportioninextremecasesthatitsparameterpointestimationvalueisclose
to0or1,thispapercarriedonsomesimulationcomparisonsofcoverageprobabilityandaveragelengthofconfidenceintervalsa-
mongstWald,Plus4,Wilson,CP,Jeffreys,Hall,Kott-Liu,Cai,T-approximation,etc.morethanadozenmethods.Alsoper-
formancesoftheircoverageprobabilitieswiththeproportionparameterpinBinomialdistributionchangingwereanalyzed.There-
sultsshowedthatWilsonScore-test-basedconfidenceintervalisoptimalasawhole,whenthepointestimatorofp,issmall,or
large,Cai,Kott-Liuconfidenceintervalsarebetterintermsofcoverageprobabilitiesoftheirconfidenceintervals.
Keywords:binomialproportionp;pointestimatorofpbeingextremevalue;confidenceinterval;coverageprobability;expected
length

(责任编辑 游中胜)

79Vol.33No.3     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn


