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基于样条函数的时空加权回归模型变量选择
*
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摘要:为了提高时空加权回归模型的预测精度,增强时空加权回归模型的可解释性,选择对因变量具有显著影响的重要变

量已成为当今统计分析中一个重要研究课题。首先对时空加权回归模型的系数使用样条函数作出逼近,其次在最小二乘

的理论基础上,根据SCAD惩罚理论对时空加权回归模型各变量所对应的系数进行处理,并利用BIC准则来选择调谐参

数λ,最终通过迭代算法来选择出对时空加权回归模型有用的变量,剔除掉影响模型准确性的变量,达到精简模型、提高

预测精度的目的。
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由于时空数据对许多领域(如经济学、流行病等)的影响逐步加深,人们便开始寻求方法来研究它的特性并

尝试把它作为重要的影响因素考虑在模型中,以便使得模型更加完善和有用,从而增强模型的可靠性,更好地供

人们参考和使用,于是出现了由 Huang等人[1]提出的时空加权回归模型,形式如下:Yi =β0(ui,vi,ti)+

∑
d

l=1
βl(ui,vi,ti)Xil +εi,i=1,2,…,n,其中,(Y;Xi1Xi2,…,Xid)是因变量Y 和自变量X1,X2,…,Xd 在观测位置

(ui,vi,ti)处的观测值;εi(i=1,2,…,n)为独立的随机误差项,均值为0,方差为σ2;βl(ui,vi,ti),l=0,1,2,…,d
是d+1个未知的系数函数。

同时,Huang等人[1]也对模型系数做出了估计,并且为了验证模型的优越性,他们将模型应用于影响住房价

格变化的因素分析上,模拟研究表明,时空加权回归模型(GTWR)比TWR模型和GWR模型的拟合精度都要

好,所得模拟结果都要优于其他两个模型。Yan等人[2]通过一种新的二步估计方法来估计时空加权回归模型的

系数,具体做法是:第一步先固定时间因素来估计系数;第二步,通过第一步估计出的具有固定时间因素的系数

再继续以时间为变量估计此系数,其结果也令人满意。继而,玄海燕等人[3]给出了模型回归关系的空间平稳性

检验和时间相关性检验方法。玄海燕等人[4]基于均值漂移模型,利用两步估计法对模型进行拟合,研究异常点

检验问题,并构造检验统计量。还有许多学者基于此模型用其他方法对社会现象做出讨论,并且使用其他方法

对此模型做出检验和完善[5]。
近些年,人们对于变系数模型在变量选择方面的研究已经较为成熟,Li等人[6]通过使用基函数逼近和非凹

惩罚函数对变系数模型进行变量选择。Zhao等人[7]结合具有收缩估计性质的基函数逼近理论提出了一种偏差

校正的变量选择方法。Fan等人[8]提出用似然函数来处理计算的复杂性和随机误差被忽略等问题,用这种方法

可以自动进行变量选择和系数估计。Wang等人[9]专注于通过具有不同数量参数的LAD回归来实现变量选择。
变系数模型在变量选择方面的研究为时空加权回归模型进行变量选择提供了重要的依据。

本文主要通过函数逼近的方法和SCAD惩罚理论,探索时空加权回归模型中变量的关系,并且可以保留有

用的变量,剔除不必要的变量,这样不仅可以减少模型的复杂程度,而且还可以消除一些变量间由于相关性问题

带来的不变,同时也大大提高了模型的可信度。

1系数函数的扩展

为方便起见,把上述模型用矩阵形式表示为:
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Y=XTβ+ε, (1)
其中,Xi=(1,Xi1Xi2,…,Xid)T,X=(X1,X2,…,Xd)T,Y=(Y1,Y2,…,Yd)T,β=(β1,β2,…,βd)T,X,β为关于u,
v,t的函数。为了能有效地对所需变量作出选择,笔者考虑以下做法。

假设{Yi;Xi1,Xi2,…,Xid}ni=1是模型(1)的随机样本,基于B 样条函数所具有的性质,在此使用B 样条函数

来逼近参数β,对于每个βl(u,v,t),l=0,1,2,…,d,有

βl(u,v,t)≈∑
Kl

k=1
γlkBlk(u,v,t), (2)

其中,{Blk(u,v,t),k=1,2,…,Kl}是样条函数所构成线性空间的基。记γ=(γT
0,…,γT

d)T,且γl=(γl1,…,

γlKl
)T,l=0,…,d,其中样条函数均具有固定的度和节序,B 样条函数节点的数目和B 样条的阶决定了Kl 的

值,不同的βl 允许取不同的Kl,在应用时,用B 样条函数来逼近不同光滑度的βj 就提供了较强的适应性。根据

(1)式和(2)式,有

Yi≈∑
d

l=0
∑
Kl

k=1
XilBlk ui,vi,t( )i γkl +εi, (3)

其中,Xi0=1,这里

B(u,v,t)=
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为(d+1)×(K1+…+Kd)矩阵。记ZT
i=XT

iB(ui,vi,ti),Z=(Z1,…,Zn)T,基于以上的逼近,得到观测值Yi 与理

论逼近值得残差表达式,记为ei=Yi-ZT
iγ。对于任意给定的Kl,解决以下最优问题:

L=∑
n

i=1
Yi-∑

d

l=0
∑
Kl

k=1
XilBlk ui,vi,t( )i γ( )lk

2
K(·),

用矩阵形式表示为:

L=(Y-ZTγ)TW(Y-ZTγ), (4)
其中,W 是关于核函数K(·)的对角矩阵,其形式为K(d/h),其中为d距离,h为窗宽。对于核函数K(·),根
据文献[1],在本文中令不同时刻不同地点的距离为

(dST
i1i2
)2=τ[(ui1-ui2

)2+(vi1-vi2
)2]+μ(ti1-ti2

)2,
则

(dST
i1i2
)2

τ =[(ui1-ui2
)2+(vi1-vi2

)2]+μ
τ
(ti1-ti2

)2。

一般情况下,为了减少参数,令τ=1,这样只要决定μ即可得时空距离。此时,可以使用交叉确认法(CV)来
确定最优的μ。

2SCAD惩罚理论

根据SCAD惩罚理论,可以得出较好的理论性质,如Oracle性质,对于所提出的理论,若一些变量和模型没

有多大关系,则它们所对应的系数函数为零函数。

使Rl=(rk1k2
)KlKl

表示元素为rk1k2=∭Blk1
(u,v,t)Blk2

(u,v,t)dudvdt的方阵。此时定义 γl
2
Rl=γ

T
lRlγl,则

这里定义惩罚加权最小二乘准则为:

PL(γ)=(Y-ZTγ)TW(Y-ZTγ)+∑
d

l=0
pλ(γl Rl

)。 (5)

对于惩罚函数,有多种形式可选择,这里引用Fan等人[7]提出的SCAD惩罚函数,定义为:

pλ(θ)=

λθ,0≤θ≤λ,

-θ
2-2aλθ+θ2
2(a-1)

,λ<θ<aλ,

(a+1)λ2
2

,θ≥aλ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。
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其中,a是一个调谐参数,这里,取a=3.7,在本文中,这是一个合理的取值,若使PL(γ)最小化的估计值表示为

γ̂,那么可以得到β̂l 的估计值β̂l=∑
Kl

k=1
γ̂lkBlk(u,v,t)。

3计算算法

由于惩罚函数pλ(γl Rl
)的不可微性,通常的梯度优化法在这里不适用,在本节中,参考Fan等人的研究结

果[7],给出非凸惩罚函数pλ(γl Rl
)的局部二次逼近形式,进而使用迭代算法选择出迭代过程中存在值为零的

系数函数,为了更容易地表示pλ(γl Rl
),在给定θ0∈R+(R+为正实数集)的邻域内

[pλ(θ)]′=p′λ(θ)sgn(θ)≈{p′λ(θ0)/θ0}θ,θ0≠0,

那么有pλ(θ)≈pλ(θ0)+12
{p′λ(θ0)/θ0}(θ2-θ20)。

令θ= γl Rl
,有:

pλ(γl Rl
)=pλ(γ(0)

l Rl
)+12

{p′λ(γ(0)
l Rl

)/γ(0)
l Rl

}(γl
2
Rl- γ(0)

l
2
Rl
)。 (6)

将(6)式带入(5)式中并去掉不相关的项,则有以下表示:

PL1(γ)=(Y-ZTγ)TW(Y-ZTγ)+12γ
TΩλ(γ(0))γ, (7)

其中,Ωλ(γ(0))为对角阵,它的元素为p′λ(γ(0)
l Rl

)/γ(0)
l RlRl,通过对(7)式求导令其为零,可以得到以下二次

形式的方程:

ZWY= ZWZT+Ωλ(γ(0))æ

è
ç

ö

ø
÷

2 γ。 (8)

根据以上讨论,笔者给出以下算法:
第1步 初始化,γ=γ(0);
第2步 给定一个γ(m),通过解上面的方程替换到γ(m+1),这里γ(0)用γ(m)替换;
第3步 重复第2步直至收敛。
由于使用非凸惩罚SCAD函数,有时算法不会收敛,并且几乎所有基于非凸的惩罚理论都会遇到这样的问

题,故在第一步中,γ的初始估计值可使用非惩罚估计,这里使用样本个数为n(n-1)
2

的伪观测值{Zm-Zn,Ym-

Yn}m<n,通过拟合L1 回归解得。在第二步迭代过程中,若γ(m)
l Rl

小于ε(>0)。这时取γ̂m=0,即筛选了不必要的

变量,如此进行,最终得到有效变量。

4调谐参数的选取

为了完成上面所述的工作,需要对调谐参数λ作出合适的选择,在诸多调谐参数选取的方法中,如GCV,

AIC,BIC等,由于BIC准则能一致地选择在SCAD下的真实模型,因此,在这里应用BIC来选择调谐参数λ。这

里,调谐参数选择准则形式如下:

BICλ=log(Sλ)+klog
(n)

n
, (9)

其中,k=∑lKl 是待估参数的个数,Sλ=(Y-ZTγ̂)TW(Y-ZTγ̂)是残差平方和的最小值。这时,最优的调谐参

数可通过最小化(9)式得到,即λ̂BIC=argminλ∈R+BIC(λ),并且把相对应的模型看作是最优模型。

5总结

本文针对时空加权回归模型,提出了变量选择方法。该方法使用样条函数逼近系数函数,并通过惩罚函数

进行有效的变量选择,同时也给出了窗宽参数h和调谐参数λ 的选取办法,最终,提高了模型的准确性和便利

性。此方法将有助于计量经济学、生物统计学、流行病等各个领域在考虑时空加回归权模型时对其重要变量作

出选择,使模型达到精简、提高预测精度的目的。
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VariableSelectionofGeographicallyandTemporally
WeightedRegressionModelBasedonSplineFunction

XUANHaiyan1,SONGLeibo2,CHENJinshu2,ZHANGYunhu2

(1.SchoolofEconomicsandManagement,LanzhouUniversityofTechnology;

2.SchoolofSciences,LanzhouUniversityofTechnology,Lanzhou730050,China)

Abstract:Inordertoimprovethepredictionaccuracyofgeographicallyandtemporallyweightedregressionmodelandtoenhancethe
interpretationofgeographicallyandtemporallyweightedregressionmodel,selectingtheimportantvariablesthathassignificantin-
fluenceonthedependentvariableshasbecomeanimportantresearchtopicinthestatisticalanalysis.Inthispaper,firstlythe
model’scoefficientsareapproximatedbyusingthesplinefunction.Secondly,basedontheleastsquaretheory,thecorrespondingco-
efficientsofvariablesareprocessedbyusingtheSCADtheory.AndthentheBICcriterionisusedtoselectthetuningparameterλ.
Finally,theusefulvariablesforgeographicallyandtemporallyweightedregressionmodelareselectedbytheiterativealgorithm.E-
liminatingthevariablesthataffectthemodel’saccuracyandachievingthepurposeofimprovingtheaccuracyofthemodel.
Keywords:geographicallyandtemporallyweightedregression;variableselection;SCAD;functionapproximation;BICcriterion
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