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摘要:研究了空间凸体的Orlicz差分体及其基本性质。受Lutwak定义的Lp 差分体和 Orlicz加法的启发,将Lp 差分体

的概念推广到Orlicz空间,定义了对称Orlicz差分体、不对称Orlicz差分体。在此基础之上,利用支持函数的性质,得到

了对称Orlicz差分体及不对称Orlicz差分体的基本性质。
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凸几何的主要研究对象是欧氏空间中的凸体,设Kn 表示欧氏空间 Rn 中所有凸体(具有非空内点的紧致凸

集)构成的集合。Minkowski的一项非常重要工作是在 Kn 上定义了加法和数乘运算(即 Minkowski线性和与

Minkowski数乘),使得 Kn 成为线性空间,从而逐渐形成了凸几何的核心理论—Brunn-Minkowski理论。由

Minkowski线性和所定义的一个重要凸体—差分体(Thedifferencebody)是凸几何中重要的研究对象之一,与
其相关的是著名的Rogers-Shephard不等式[1-2,6]。

上个世纪凸几何取得了长足发展,经典的Brunn-Minkowski理论发展为LpBrunn-Minkowski理论(p≥1)。
首要工作是定义对应的“加法”与“数乘”运算,随之而出现了 Minkowski-Firey-Lp 和与数乘。Lutwak[4]利用

Minkowski-FireyLp 和定义了Lp 差分体,成为解决Lp-Minkowski问题(是Lp-Brunn-Minkowski理论中一个非

常重要问题)的重要工具。同时,数学家们也提出了Lp-Rogers-Shephard问题,然而目前仅成功解决了平面情

形[1],高维中的Lp-Rogers-Shephard问题仍是公开问题。最近,文献[8]定义了不对称的Lp 差分体,并讨论了它

的一些极值问题。
本世纪初期,出现了 Orlicz-Brunn-Minkowski理论的萌芽。在过去的十多年里,Orlicz-Brunn-Minkowski

理论日趋成熟。文献[7]定义了Orlicz和与数乘。文献[5]定义了Orlicz差分体,并讨论了平面上的OrliczRog-
ersShephard问题。

受文献[3,8]的启发,利用凸体的Orlicz和定义了不对称的Orlicz差分体,并讨论了它的一些基本性质。

1预备知识

设Kn
o 和Kn

s 分别表示Rn 中包含原点在内部和关于原点对称的凸体。Sn-1表示Rn 中单位球面,单位球记为

B。设V(K)表示凸体K 的n 维体积。设K∈Kn,则K 的支持函数hK(·)=h(K,x):Rn→R定义为h(K,x)=
max{x·y:y∈K},其中x·y表示x 和y 的标准内积。凸体K 被它的支持函数hK(·)唯一确定。由支持函数

的定义不难发现,凸体-K={-x:x∈K}的支持函数满足h(-K,x)=h(K,-x)。
令C1 表示所有严格递增的凸函数φ:[0,+∞)→[0,+∞)且满足φ(0)=0的集合。设φ∈C1,K,L∈Kn

o 并

且实数λ>0,μ≥0,则Orlicz和Mφ(λ,μ;K,L)的支持函数满足[7]:
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当φ(t)=tp(p≥1)时,Orlicz和即 Minkowski-FireyLp 和。由Orlicz和与z→λφ
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z
的严

格递增性可得[7]:
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根据(1)式可得Mφ(λ,μ;K,L)=Mφ(μ,λ;L,K)。

2Orlicz差分体的性质

首先给出Orlicz差分体的定义。设K∈Kn
o,φ∈C1 且τ∈[-1,1],则定义不对称的Orlicz差分体为:

Δτ
φ=Mφ(f1(τ),f2(τ);K,-K)。 (2)

其中f1(τ)= φ(1+τ)
φ(1-τ)+φ(1+τ)

,f2(τ)= φ(1-τ)
φ(1-τ)+φ(1+τ)

。当τ=0时,上式为ΔφK=Mφ
1
2
,1
2
;K,-æ
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由Orlicz和知,ΔφK 是关于原点对称的凸体,称为对称的Orlicz差分体。当φ(t)=tp 且p≥1时,不对称的Or-
licz差分体(2)式即是 Wang和 Ma定义的Lp 不对称差分体,而对称的Orlicz差分体即是Lutwak定义的Lp 差

分体。
由于φ是严格递增的函数,因此f1(τ),f2(τ)满足:

f1(-τ)=f2(τ),f2(-τ)=f1(τ),f1(τ)+f2(τ)=1。 (3)
根据(1)式,不对称的Orlicz差分Δτ

φK 的支持函数满足:
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对称Orlicz差分体ΔφK 的支持函数满足:
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特别地,有

Δ0φK=ΔφK,Δ1φK=K,Δ-1
φ K=-K。 (6)

下面给出Orlicz差分体的一些基本性质。
定理1 设φ∈C1 且满足φ(1)=1。若K∈Kn

o,则ΔK⊂ΔφK,且等号成立当K 是原点对称的凸体。
证明 根据φ是凸函数和(5)式可得
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又因为φ∈C1 且满足φ(1)=1,所以上式说明对任意的u∈Sn-1有hΔK(u)≤hΔφK
(u),此即ΔK⊂ΔφK。

定理2 设φ∈C1,K∈Kn
o,当τ∈[-1,1]时,则:

Δ-τ
φ K=Δτ

φ(-K)=-Δτ
φK (7)

证明 结合Orlicz差分体的定义(2)式,可得:

Δ-τ
φ K=Mφ(f1(-τ),f2(-τ);K,-K)=Mφ(f1(τ),f2(τ);-K,K)=Δτ

φ(-K)。
因此得到了(7)式的左式。另一方面,Δτ

φ(-K)的支持函数满足:
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且-Δτ
φK 的支持函数满足:
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结合(1),(8),(9)式得h(-ΔτφK
)(u)=hΔτφ

(-K)(u),∀u∈Sn-1,即(7)式右端等式。 证毕

定理3 设K∈Kn
o,τ∈[-1,1],φ∈C1,且满足φ(1)=1。则:

1)当K 不是原点对称的凸体时,Δτ
φK∈Kn

s 当且仅当τ=0;

2)当τ≠0时,Δτ
φK∈Kn

s 当且仅当K∈Kn
s。

证明 1)若τ=0,则Δ0φK=ΔφK∈Kn
s。另一方面,假设Δτ

φK∈Kn
s,即Δτ

φK=-Δτ
φK。根据(4),(5)式和
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hK(u)≠h(-K)(u)(因为K 不是原点对称的凸体),可得:

1=f2(τ)φ
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由(4),(10)式可得:
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比较(4)式和(11)式,可得Δτ
φK=ΔφK∈Kn

s。因为φ是严格递增函数,所以f1(τ)=f2(τ)=12
当且仅当τ=0。

2)因为K 是原点对称的凸体,所以h(-K)(u)=hK(u),∀u∈Sn-1。根据可得1=φ
hK(u)
hΔτφK
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)。由于φ是严

格递增函数且φ(1)=1,因此hK(u)=hΔτφK
(u),∀u∈Sn-1。故Δτ

φK=K∈Kn
s。另一方面,假设K 不是原点对称

的凸体且τ≠0。结论1)说明Δτ
φK∉Kn

s。 证毕

在定理3结论2)的证明中,可得到如下推论。
推论1 设K∈Kn

s,τ∈[-1,1],φ∈C1,且满足φ(1)=1,则Δτ
φK=K。

参考文献:
[1]BianchiniM,ColesantiA.AsharpRogersandShephardin-
equalityforthep-differencebodyofplanarconvexbodies
[J].ProcAmeMathSoc,2008,136(7):2575-2582.

[2]ChakerianG.Inequalitiedforthedifferencebodyofacon-
vexbody[J].ProcAmerMathSoc,1967,18(5):879-884.

[3]HaberlC,SchusterF.GeneralLpaffineisoperimetricine-
quality[J].JDifferGeom,2009,257(3):641-658.

[4]LutwakE.TheBrunn Minkowski-FireytheoryI:mixed
volumesandtheMinkowskiproblem[J].JDifferGeom,

1993,38:131-150.

[5]JinH,YuangS.AsharpRogersShephardtypeinequality
forOrlicz-differencebodyofplanarconvexbodies[J].Proc
IndianAcadSci,2014,124(4):573-580.

[6]RogersC,ShephardG.Thedifferencebodyofaconvex
body[J].ArchMath(Basel),1957,8:220-233.

[7]GardnerR,HugD,WeilW.TheOrliczBrunnMinkowski
Theory:ageneralframework,additions,andinequality[J].J
DifferGeom,2014,97:427-476.

[8]WangW,MaT.AsymmetricLpdifferencebodies[J].Proc
AmerMathSoc,2014,142:2517-2527.

TheBasicPropertiesofOrliczDifferenceBodies

XIALuoyan1,BAIShikun2,ZENGChunna2

(1.DepartmentofMathematics,ChongqingCollegeofHumanities,Science&Technology,Chongqing401524;

2.CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Weinvestigatethedifferencebodyofconvexbodiesinspaceandstudyfurtherontheirbasicalproperties.Motivedbythe
LpdifferencebodyintroducedbyLutwakandthedefinitionofOrliczaddition,wegeneratetheLpdifferencebodytoitsOrliczcase
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