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时间尺度上带有反馈控制的企业集群竞争模型的概周期解
*
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摘要:首先利用概周期函数的性质,得出了时间尺度上带有反馈控制的企业集群竞争模型的概周期解的存在性的充分条

件:当假设(H1)(H2)成立时,该系统有1个概周期解。然后构造适当的Lyapunov函数,得出该概周期解的唯一性和一致

渐近稳定性的充分条件:当假设(H1),(H2),(H3)成立时,此概周期解不仅是唯一的而且是一致渐近稳定的。
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1预备知识

概周期现象在自然界普遍存在,它比周期现象更有实际意义,已有大量文献做了研究[1-8]。但是在时间尺度

上讨论概周期解的结论还很少,文献[9]研究了下列时间尺度上具有反馈控制的非自治企业集群竞争系统的持

久性:

xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t),

yΔ(t)=a2(t)-b2(t)exp{x(t)}-c2(t)exp{y(t)}-h2(t)v(t),

uΔ(t)=-p2(t)u(t)+q1(t)exp{x(t)},

vΔ(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)exp{y(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )}。

(1)

假设某企业集群中有两家企业,用x(t),y(t)分别表示企业甲和企业乙在t时刻的产品种群规模,a1(t),

a2(t)分别表示企业甲和企业乙产品规模的内部增长率,b1(t),c2(t)表示两企业各自的阻滞项系数,b2(t),c1(t)
表示两企业对对方企业的竞争力系数,u(t),v(t)表示控制变量,h1(t),h2(t)分别表示控制变量u(t),v(t)对企

业甲和企业乙产品种群规模增长的贡献率。系统中第三和第四个方程为控制方程。本文在文献[9]的基础上,
进一步讨论系统(1)的概周期解的存在唯一性和一致渐近稳定性。

通篇假设:(H1):ai(t),bi(t),ci(t),hi(t),pi(t),qi(t),i=1,2是时标T 上的非负有界概周期函数,即对

任意的i=1,2,有:

0<am
i≤ai(t)≤aM

i ,0<bm
i≤bi(t)≤bM

i ,0<cm
i≤ci(t)≤cM

i ,

0<hm
i≤hi(t)≤hM

i ,0<pm
i≤pi(t)≤pM

i ,0<qm
i≤qi(t)≤qM

i 。
这里fm

i=inf
t∈T
{f(t)},fM

i =sup
t∈T
{f(t)}。

下面给出本文需要的引理。
引理1[9] 假设(H1)成立,则系统(1)的每个解(x(t),y(t),u(t),v(t))T 都满足:

lim
t→∞
sup{x(t)}≤x*,lim

t→∞
sup{y(t)}≤y*,lim

t→∞
sup{u(t)}≤u*,lim

t→∞
sup{v(t)}≤v*,

其中x*=a
M
1-bm

1

bm
1
,y*=a

M
2-cm

2

cm
2
,u*=q

M
1ex*

pm
1
,v*=q

M
2ey*

pm
2
。
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引理2[9] 假设(H1)成立,进一步假设(H2):am
1-cM

1ey* -hM
1u*>0,am

2-bM
2ex* -hM

2v*>0成立,则系统

(1)的每个解(x(t),y(t),u(t),v(t))T 都满足:

lim
t→∞
inf{x(t)}≥x*,lim

t→∞
inf{y(t)}≥y*,lim

t→∞
inf{u(t)}≥u*,lim

t→∞
inf{v(t)}≥v*。

其中x*=ln
am
1-cM

1ey*-hM
1u*

bM
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,y*=ln

am
2-bM

2ex*-hM
2v*

cM
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,u*=q

m
1ex*

pM
1
,v*=q

m
2ey*

pM
2
。

引理3[8] 假设在T×S×S上存在Lyapunov函数V(t,X,Y)满足下列条件:

1)a(x-y 0)≤V(t,X,Y)≤b(x-y 0),a,b∈K,K={a∈C(R+,R+):a(0)=0,且a是减函数};

2)V(t,X,Y)-V(t,X1,Y1)≤L(X-X1 0+ Y-Y1 0),其中L>0为常数;

3)D+VΔ(t,X,Y)≤-cV(t,X,Y),其中c>0,-c∈R+。
此外,如果系统(1)存在一个解(x(t),y(t),u(t),v(t))∈S,其中S是一个紧集,则系统(1)有唯一的概周期

解(x(t),y(t),u(t),v(t))∈S,且此概周期解还是一致渐近稳定的。

2主要结论

记Ω={(x(t),y(t),u(t),v(t)):(x(t),y(t),u(t),v(t))是系统(1)的解},易证Ω 是系统(1)的不变集。
定理1 假设(H1),(H2)成立,则Ω 是非空集,即系统(1)至少有一个有界的概周期解。
证明 由于ai(t),bi(t),ci(t),hi(t),pi(t),qi(t),i=1,2都是时标T 上的概周期函数,则存在序列{Tn},当

n→∞时,有Tn→∞,使得:

ai(t+Tn)→ai(t),bi(t+Tn)→bi(t),ci(t+Tn)→ci(t),

hi(t+Tn)→hi(t),pi(t+Tn)→pi(t),qi(t+Tn)→qi(t)。
由引理1和引理2知,对任意的ε>0,存在t1∈T,使得对任意的t>t1 时有:

x*-ε≤x(t)≤x*+ε,y*-ε≤y(t)≤y*+ε,u*-ε≤u(t)≤u*+ε,v*-ε≤v(t)≤v*+ε。
记xn(t)=x(t+Tn),yn(t)=y(t+Tn),un(t)=u(t+Tn),vn(t)=v(t+Tn),则对任意的m∈N+,存在函数

序列{xn(t):n≥m},{yn(t):n≥m},{un(t):n≥m},{vn(t):n≥m},使得它们在时标T 上的任意有限区间上有收

敛子列。为方便起见,其收敛子列还记为{xn(t):n≥m},{yn(t):n≥m},{un(t):n≥m},{vn(t):n≥m}。
因此,有x*(t),y*(t),u*(t),v*(t),使得当n→∞时,对t∈T,有:

xn(t)→x*(t),yn(t)→y*(t),un(t)→u*(t),vn(t)→v*(t)。
易证(x*(t),y*(t),u*(t),v*(t))是系统(1)的解,并且对t∈T 时有:

x*-ε≤x(t)≤x*+ε,y*-ε≤y(t)≤y*+ε,

u*-ε≤u(t)≤u*+ε,v*-ε≤v(t)≤v*+ε。
由于ε为任意小的正数,令ε→0得x*≤x*(t)≤x*,y*≤y*(t)≤y*,u*≤u*(t)≤u*,v*≤v*(t)≤v*。

证毕

下面给出系统(1)的一致渐近稳定的概周期解的存在性定理。
定理2 假设(H1),(H2)成立,进一步假设:(H3):c>0,-c∈R+,其中:

c=min{Pij,Qij},

Pij=bm
iξm

j+2bm
jξm

j+cm
jξm

i+hm
i+μmpm

jqm
jξm

j-μM[(bM
i )2(ξM

j)2+bM
icM

iξM
jξM

i +bM
ihM

iξM
j+

(bM
j)2(ξM

j)2+bM
jcM

jξM
jξM

i +bM
jhM

jξM
j+(qM

j)2(ξM
j)2]-qM

jξM
j,

Qij=hm
j+2pm

j+μmpm
jqm

jξm
j-μM[(hM

j)2+bM
jhM

jξM
j+cM

jhM
jξM

i +(pM
j)2]-qM

jξM
j(i,j=1,2,i≠j),

则系统(1)存在唯一的概周期解(x(t),y(t),u(t),v(t))∈Ω,且此概周期解是一致渐近稳定的。
证明 由定理1知,系统(1)有有界解(x(t),y(t),u(t),v(t))满足∀t∈T 时,有:

0<x*≤x(t)≤x*,0<y*≤y(t)≤y*,0<u*≤u(t)≤u*,0<v*≤v(t)≤v*。
故 x(t)≤A1,y(t)≤A2,u(t)≤A3,v(t)≤A4,其中 A1=max{x*,x*},A2=max{y*,y*},A3=
max{u*,u*},A4=max{v*,v*}。

对任意的(x(t),y(t),u(t),v(t))∈R4,定义范数:
(x(t),y(t),u(t),v(t))=sup

t∈T
x(t)+sup

t∈T
y(t)+sup

t∈T
u(t)+sup

t∈T
v(t)。
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设X=(x(t),y(t),u(t),v(t))和Y=(x(t),y(t),u(t),v(t))是系统(1)的两个解,则有 X ≤C,Y ≤C,

其中C=∑
4

i=1
Ai。

考虑系统(1)的乘积系统:

xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t),

yΔ(t)=a2(t)-b2(t)exp{x(t)}-c2(t)exp{y(t)}-h2(t)v(t),

uΔ(t)=-p2(t)u(t)+q1(t)exp{x(t)},

vΔ(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)exp{y(t)},

xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t),

yΔ(t)=a2(t)-b2(t)exp{x(t)}-c2(t)exp{y(t)}-h2(t)v(t),

uΔ(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)exp{x(t)},

vΔ(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)exp{y(t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï )}。

(2)

在T×Ω×Ω 上定义Lyapunov函数:

V(t,X,Y)=(x(t)-x(t))2+(y(t)-y(t))2+(u(t)-u(t))2+(v(t)-v(t))2。
易知范数

X-Y =sup
t∈T

x(t)-x(t)+sup
t∈T

y(t)-y(t)+sup
t∈T

u(t)-u(t)+sup
t∈T

v(t)-v(t)

和范数

X-Y *=(sup
t∈T
(x(t)-x(t))2)

1
2+(sup

t∈T
(y(t)-y(t))2)

1
2+(sup

t∈T
(u(t)-u(t))2)

1
2+(sup

t∈T
(v(t)-v(t))2)

1
2

是等价的。即存在常数C1>0,C2>0,使得C1 X-Y ≤ X-Y *≤C2 X-Y 。因此有:
(C1 X-Y )2≤V(t,X,Y)≤(C2 X-Y )2。

取a(t)=C21(t),b(t)=C22(t),则引理3的条件1)满足。
此外,对X1=(x1(t),y1(t),u1(t),v1(t)),Y1=(x1(t),y1(t),u1(t),v1(t))有:

|V(t,X,Y)-V(t,X1,Y1)|=|(x(t)-x(t))2+(y(t)-y(t))2+(u(t)-u(t))2+(v(t)-v(t))2-
(x1(t)-x1(t))2-(y1(t)-y1(t))2-(u1(t)-u1(t))2-(v1(t)-v1(t))2|≤|(x(t)-x(t))2-(x1(t)-x1(t))2|+

|(y(t)-y1(t))2-(y1(t)-y1(t))2|+|(u(t)-u(t))2-(u1(t)-u1(t))2|+
|(v(t)-v(t))2-(v1(t)-v1(t))2|≤(|x(t)|+|x(t)|+|x1(t)|+|x1(t)|)|(x(t)-x(t))-(x1(t)-x1(t))|+

(|y(t)|+|y(t)|+|y1(t)|+|y1(t)|)|(y(t)-y(t))-(y1(t)-y1(t))|+
(|u(t)|+|u(t)|+|u1(t)|+|u1(t)|)|(u(t)-u(t))-(u1(t)-u1(t))|+
(|v(t)|+|v(t)|+|v1(t)|+|v1(t)|)|(v(t)-v(t))-(v1(t)-v1(t))|≤
L{(|x(t)-x1(t)|+|y(t)-y1(t)|+|u(t)-u1(t)|+|v(t)-v1(t)|)+

(|x(t)-x1(t)|+|y(t)-y1(t)|+|u(t)-u1(t)|+|v(t)-v1(t)|)}=L{|‖X-X1‖+‖Y-Y1‖|}。
其中L=4max{A1,A2,A3,A4}。这表明引理3的条件2)满足。

沿系统(1)的解计算V(t,X,Y)的右上导数得

D+VΔ(t,X,Y)=[2(x(t)-x(t))+μ(t)(x(t)-x(t))Δ](x(t)-x(t))Δ+
[2(y(t)-y(t))+μ(t)(y(t)-y(t))Δ](y(t)-y(t))Δ+[2(u(t)-u(t))+μ(t)(u(t)-u(t))Δ](u(t)-u(t))Δ+

[2(v(t)-v(t))+μ(t)(v(t)-v(t))Δ](v(t)-v(t))Δ。 (3)
为方便起见,记W1(t)=x(t)-x(t),W2(t)=y(t)-y(t),W3(t)=u(t)-u(t),W4(t)=v(t)-v(t),则

V(t,X,Y)=W2
1(t)+W2

2(t)+W2
3(t)+W2

4(t)。
从而(3)式可变为D+VΔ(t,X,Y)=V1+V2+V3+V4,其中:

V1=[2W1(t)+μ(t)WΔ
1(t)]WΔ

1(t),V2=[2W1(t)+μ(t)WΔ
2(t)]WΔ

2(t),

V3=[2W3(t)+μ(t)WΔ
3(t)]WΔ

3(t),V4=[2W4(t)+μ(t)WΔ
4(t)]WΔ

4(t)。
利用微分中值定理得:

exp{x(t)}-exp{x(t)}=ξ1(t)(x(t)-x(t)),exp{y(t)}-exp{y(t)}=(y(t)-y(t)),
其中ξ1(t)介于exp{x(t)}与exp{x(t)}之间,ξ2(t)介于exp{y(t)}与exp{y(t)}之间。从而(2)式可变为
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WΔ
1(t)=-b1(t)ξ1(t)W1(t)-c1(t)ξ2(t)W2(t)-h1(t)W3(t),

WΔ
2(t)=-b2(t)ξ1(t)W1(t)-c2(t)ξ2(t)W2(t)-h2(t)W4(t),

WΔ
3(t)=-p1(t)W3(t)+q1(t)W1(t),

WΔ
4(t)=-p2(t)W4(t)+q2(t)W2(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )。

则:
V1=[2W1(t)+μ(t)WΔ

1(t)]WΔ
1(t)=[2W1(t)+μ(t)(-b1(t)ξ1(t)W1(t)-c1(t)ξ2(t)W2(t)-h1(t)W3(t))]×

(-b1(t)ξ1(t)W1(t)-c1(t)ξ2(t)W2(t)-h1(t)W3(t))=(μ(t)b21(t)ξ21(t)-2b1(t)ξ1(t))W2
1(t)+

μ(t)c21(t)ξ22(t)W2
2(t)+μ(t)h21(t)W2

3(t)+2(μ(t)b1(t)c1(t)ξ1(t)ξ2(t)-c1(t)ξ2(t))W1(t)W2(t)+
2μ(t)c1(t)h1(t)ξ2(t)W2(t)W3(t)+2(μ(t)b1(t)h1(t)ξ1(t)-h1(t))W1(t)W3(t)≤

[μM(bM
1)2(ξM

1)2-2hm
1ξM
1]W2

1(t)+μM(cM
1)2(ξM

2)2W2
2(t)+μM(hM

1)2W2
3(t)+

[μMbM
1cM
1ξM
1ξM
2-cm

1ξm
2](W2

1(t)+W2
2(t))+μMcM

1hM
1ξM
2(W2

2(t)+W2
3(t))+(μMbM

1hM
1ξM
1-hm

1)(W2
1(t)+W2

3(t)),
V2=[2W2(t)+μ(t)WΔ

2(t)]WΔ
2(t)=[2W2(t)+μ(t)(-b2(t)ξ1(t)W1(t)-c2(t)ξ2(t)W2(t)-h2(t)W4(t))]×

(-b2(t)ξ1(t)W1(t)-c2(t)ξ2(t)W2(t)-h2(t)W4(t))=(μ(t)b21(t)ξ21(t)-2b1(t)ξ1(t))W2
1(t)+

μ(t)c21(t)ξ22(t)W2
2(t)+μ(t)h21(t)W2

3(t)+2(μ(t)b1(t)c1(t)ξ1(t)ξ2(t)-c1(t)ξ2(t))W1(t)W2(t)+
2μ(t)c1(t)h1(t)ξ2(t)W2(t)W3(t)+2(μ(t)b1(t)h1(t)ξ1(t)-h1(t))W1(t)W3(t)≤

[μM(bM
1)2(ξM

1)2-2hm
1ξM
1]W2

1(t)+μM(cM
1)2(ξM

2)2W2
2(t)+μM(hM

1)2W2
3(t)+[μMbM

1cM
1ξM
1ξM
2-

cm
1ξm
2](W2

1(t)+W2
2(t))+μMcM

1hM
1ξM
2(W2

2(t)+W2
3(t))+(μMbM

1hM
1ξM
1-hm

1)(W2
1(t)+W2

3(t)),
V3=[2W3(t)+μ(t)WΔ

3(t)]WΔ
3(t)=

[2W3(t)+μ(t)(-p1(t)W3(t)+q1(t)ξ1(t)W1(t))](-p1(t)W3(t)+q1(t)ξ1(t)W1(t))=
μ(t)q21(t)ξ21(t)W2

1(t)+2(q1(t)ξ1(t)-μ(t)p1(t)q1(t)ξ1(t))W1(t)W3(t)+(μ(t)p21(t)-2p1(t))W2
3(t)≤

μM(qM
1)2(ξM

1)2W2
1(t)+(qM

1ξM
1-μmpm

1qm
1ξm
1)(W2

1(t)+W2
3(t))+(μM(pM

1)2-2pm
1)W2

3(t),
V4=[2W4(t)+μ(t)WΔ

4(t)]WΔ
4(t)=

[2W4(t)+μ(t)(-p2(t)W4(t)+q2(t)ξ2(t)W2(t))](-p2(t)W4(t)+q2(t)ξ2(t)W2(t))=
μ(t)q22(t)ξ22(t)W2

2(t)+2(q2(t)ξ2(t)-μ(t)p2(t)q2(t)ξ2(t))W2(t)W4(t)+(μ(t)p22(t)-2p2(t))W2
4(t)≤

μM(qM
2)2(ξM

2)2W2
2(t)+(qM

2ξM
2-μmpm

2qm
2ξm
2)(W2

2(t)+W2
4(t))+(μM(pM

2)2-2pm
2)W2

4(t)。
故有:

D+VΔ(t,X,Y)=V1+V2+V3+V4≤W2
1(t)[-bm

2ξm
1-2bm

1ξm
1-cm

1ξm
2-hm

1-μmpm
1qm
1ξm
1+μM((bM

2)2(ξM
1)2+

bM
2cM
2ξM
1ξM
2+bM

2hM
2ξM
1+(bM

1)2(ξM
1)2+bM

1cM
1ξM
1ξM
2+bM

1hM
1ξM
1+(qM

1)2(ξM
1)2)+qM

1ξM
1]+

W2
2(t)[-cm

1ξm
2-2cm

2ξm
2-bm

2ξm
1-hm

2-μmpm
2qm
2ξm
2+μM((cM

1)2(ξM
2)2+bM

1cM
1ξM
1ξM
2+cM

1hM
1ξM
2+

(cM
2)2(ξM

2)2+bM
2cM
2ξM
1ξM
2+cM

2hM
2ξM
2+(qM

2)2(ξM
2)2)+qM

2ξM
2]+W2

3(t)[-hm
1-2pm

1-μmpm
1qm
1ξm
1+

μM((hM
1)2+bM

1hM
1ξM
1+cM

1hM
1ξM
2+(pM

1)2)+qM
1ξM
1]+W2

4(t)[-hm
2-2pm

2-μmpm
2qm
2ξm
2+μM((hM

2)2+
cM
2hM

2ξM
2+bM

2hM
2ξM
1+(pM

2)2)+qM
2ξM
2]≤-cV(t,X,Y)。

因此,满足引理3的条件3),故系统(1)有唯一的正的概周期解,并且此解是一致渐进稳定的。 证毕

由定理2可得下面的推论。
推论1 假设ai(t),bi(t),ci(t),hi(t),pi(t),qi(t),i=1,2是时标T 上的非负周期函数,进一步假设

(H2)~(H3)成立。则系统(1)有唯一的正的周期解,且此解是一致渐进稳定的。
设T 为一时标,则当T=R 时,系统(1)可变为

N′1(t)=N1(t)[a1(t)-b1(t)N1(t)-c1(t)N2(t)-h1(t)u(t)],

N′2(t)=N2(t)[a2(t)-b2(t)N1(t)-c2(t)N2(t)-h2(t)v(t)],

u′(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)N1(t),

v′(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)N2(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )。

(4)

当T=Z时,系统(1)可变为

N1(t+1)=N1(t)exp{a1(t)-b1(t)N1(t)-c1(t)N2(t)-h1(t)u(t)},

N2(t+1)=N2(t)exp{a2(t)-b2(t)N1(t)-c2(t)N2(t)-h2(t)v(t)},

Δu(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)N1(t),

Δv(t)=-p2(t)+q2(t)N2(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )。

(5)
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推论2 如果(H1)~(H3)成立,则系统(4),(5)有唯一的正的概周期解,且这个概周期解是一致渐进稳定

的。
推论3 假设ai(t),bi(t),ci(t),hi(t),pi(t),qi(t),i=1,2是时标T 上的非负周期函数,进一步假设

(H2)~(H3)成立。则系统(4),(5)有唯一的正的周期解,且此解是一致渐进稳定的。
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AlmostPeriodicSolutionsofCompetitiveModelofEnterpriseClusterwith
FeedbackControlonTimeScales

DINGYanlin1,PANGYicheng1,LIYongkun2
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Abstract:Inthispaper,firstlyusingthepropertyofalmostperiodicfunction,somesufficientconditionstoguaranteetheexistence
ofalmostperiodicsolutionofcompetitivemodelofenterpriseclusterwithfeedbackcontrolontimescalesisobtained:supposethat
thecondition(H1)and(H2)arefulfilled,thereisaalmostperiodicsolutionofthesystem.AndthenbyconstructingtheLyapunov
function,someconditionstoensuretheuniquenessanduniformlyasymptoticalstabilityofalmostperiodicsolutionisgot:suppose
thattheconditions(H1),(H2),(H3)aresatisfied,thealmostperiodicsolutionisuniqueanduniformlyasymptoticalstability.
Keywords:enterprisecluster;feedbackcontrol;timescales;almostperiodicsolution;Lypunovfunction
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