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关于T*拓扑空间的等价性及其性质的研究
*
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摘要:在已有文献的基础上讨论了T*拓扑空间,首先讨论了T*与T112的关系:证明T*⇒T112,并举出反例说明其逆不一

定成立。接着给出了T*与T112等价的一个充要条件,即若拓扑空间(X,τ)满足第一可数公理,则X 是T* 空间当且仅当

X 是T112
空间。最后进一步讨论了T*拓扑空间的若干性质,即遗传性、拓扑不变性、但不满足有限乘积性。
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对于拓扑空间,一些分离性公理已被熟知,如T0,T1,T2,T3,T4,T5 等分离性空间。文献[1-3]给出了T212

和T234
空间,并讨论了它们的若干性质,给出了各种分离空间的关系。在文献[4]中提出了一种新的分离性公理

T*,证明了它比T1 强而比T2 弱,即T2⇒T*⇒T1,反之不成立,也讨论了T*拓扑空间的某些性质。文献[6]中
以“序列极限唯一性”引进T112

公理即定义了T112
空间,证明了T2⇒T112⇒T1,但反之不成立。受文献[4,6]的启

示:T*与T112
都介于T1,T2 之间,本文讨论了T*与T112

的关系:证明T*⇒T112
,并举出反例说明,其逆不一定成

立。接着给出了T*与T112
等价的一个充要条件。最后进一步讨论了T*拓扑空间的一些性质,像遗传性、拓扑

不变性、但不满足有限乘积性。本文用Z+表示正整数集。

1预备知识

定义1[4] 拓扑空间(X,τ)叫做T*空间,是X 指的一切紧子集都是闭的。若D 表示X 的所有紧集构成的

集族,F 表示X 的所有闭集构成的集族,那么空间(X,τ)是T*的,即是指满足条件D⊂F。
定义2[5] 设X 是一个拓扑空间,如果x,y∈X,x≠y,则点x有一个开邻域U 使得y∉U,则称拓扑空间X

是T1 空间。
定义3[5] 设X 是一个拓扑空间,如果x,y∈X,x≠y,则点x有一个开邻域U,点y有一个开邻域V,使得

U∩V=∅,则称拓扑空间X 是T2 空间。
定义4[5] 一个拓扑空间如果在它的每一点处有一个可数邻域基,则称这个空间满足第一可数性公理。
定义5[1,6,8] 设X 是一个拓扑空间,若X 中任何一个收敛序列极限唯一,则称X 是T112

空间。
定义6[5] 设{xi}i∈Z+ 是拓扑空间X 中的一个序列,x∈X。如果对于x的每一个邻域U,存在 M∈Z+使得

当i>M 时有xi∈U,则称点x是序列{xi}i∈Z+ 的一个极限点,也称为序列{xi}i∈Z+ 收敛于x,记作lim
i→∞

xi=x。

定义7[5] 设X是一个非紧拓扑空间,令X*=X∪{∞},其中∞为任何一个不属于X的元素,τ*=τ∪τ1∪{X*},

τ1={E⊂X*|X*-E 是拓扑空间(X,τ)中的一个闭紧子集},则称(X*,τ*)为拓扑空间(X,τ)的单点紧化,显然

X⊂X*。

2T*与T112关系

引理1 拓扑空间X 中的收敛序列的项集与其任何一个极限的并集是X 的紧子集。
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证明 设{xn}是X 中的一个收敛序列,x是它的一个极限,记A=∪
∞

n=1
{xn},B=A∪{x},设U 是B 的任一开

覆盖,根据拓扑空间中序列极限的定义,其中必定存在x的一个开邻域u0⊂U 和k∈Z+,使得当n>k时,xn∈u0。
又因为单点集{xi}是xi 的开邻域,i=1,2,…,k,则 u0,{x1},…,{xk{ }}为B 的有限子覆盖,故B 是X 的紧子集。

证毕

引理2[4] 拓扑空间(X,τ)为T*空间的充要条件是对于任意两个不相交的紧子集A 和B,存在集A 的邻域

U 和B 不相交、集B 的邻域V 和A 不相交。
定理1 T*与T112

的关系,T*⇒T112
。

证明 假设空间 X 存在收敛序列{xn},极限不唯一,并且有lim
n→∞

xn=x和lim
n→∞

xn=y,其中x≠y,记 A=

(∪
∞

n=1
{xn}-{y})∪{x},由引理1可得,A 是X 的紧子集。由于单点集{y}是X 的紧子集,而lim

n→∞
xn=y,根据序列

极限的定义,y的任何邻域都包含A 中的点,这与引理2矛盾,故T*⇒T112
。 证毕

推论1 T2⇒T*⇒T112⇒T1。
注 下面举例说明定理1的逆不一定成立,为此,首先给出引理3及例1。
引理3 若X 是T*拓扑空间,则X*是T112

空间。
证明 设{xn}是X*中的一个收敛序列,它可能只收敛于X 中的点;也只可能收敛于点∞;还可能既收敛于

X 中的点又收敛点∞,则下面讨论这3种情况。

1)当X*中一个收敛序列{xn}只收敛于X 中的点时,假设X*不是T112空间,若{xn}在X*中收敛于x,y∈X,
其中x≠y,根据序列收敛的定义,易知{xn}在X 中收敛于x,y。由于X 是T*空间,由定理1知,X 也是T112

空

间,因此X*中的收敛序列{xn}极限唯一,矛盾,故X*是T112
空间。

2)当X*中一个收敛序列{xn}只收敛于点∞∈X*时,序列{xn}的极限唯一是显然的。

3)当X*中一个收敛序列{xn}既收敛于X 中的点又收敛点∞时,以下证明若{xn}收敛于x∈X,则{xn}不可

能又收敛于∞∈X*。

令A=(∪
∞

n=1
{xn})∪{x},由引理1可知,A 是X 中的紧子集。因为X 是T*空间,所以A 是X 中的闭集,所

以X*-A 是点∞的开集,故存在点∞的邻域u⊂X*-A,使其不包含{xn}中的任何点,这说明∞不是{xn}的极

限,因此(X*,τ*)中的收敛序列极限唯一,即X*是T112
空间。 证毕

例1 设X 是不可数集,τ={U|U⊂X,Uc=X-U 是X 的有限子集}∪{∅},则X 是T*空间,但非T2 空

间,理由如下。
假设空间X 中的紧子集是无限集,不妨设紧子集A⊂X 是一个无限集,则从A 中可取出互不相同的可数多

个点x1,x2,…,xn,…组成集合B=∪
n=1

∞
{xn},令Vn=(X-B)∪{xn}所得的邻域族{Vn}就是A 的一个覆盖,但不

是有限的,故A 是非紧的,矛盾,所以空间X 中的紧集仅可能是有限集,而有限集在(X,τ)中是闭的,故X 是T*

空间。然而X 非T2 空间,这是因为在X 中每一个非空开集都是X 中的有限子集的补集,而X 又是一个不可数

集,由此易见X 必然不是T2 空间。
下面举例说明定理1的逆定理不一定成立。
例2 “有限补”的单点紧化。
设X 是不可数集,X*=X∪{∞},τ*=τ∪τ1∪{X*},τ1={E⊂X*|X*-E 是拓扑空间(X,τ)中的一个闭

紧子集},则由引理3及例1可得(X*,τ*)是T112
空间。但(X*,τ*)不是T*空间,理由如下。

取A 是X 的一个不可数真子集,设U 是A∪{∞}的任一开覆盖,其中必存在包含点∞的一个邻域,设为

u∞,则不属于u∞的X 中的点只能为有限个(由于X-u∞必须是X 的闭的紧子集,而X 中的紧子集仅是有限集

(例1),当然X 中的有限集也是闭集),所以U 存在有限子覆盖,即A∪{∞}是X*的紧子集。但A∪{∞}不是

X*中闭子集,因为若A∪{∞}是X*的闭子集,则X*-A∪{∞}=X-A 是X*中开集,也是X 中开集,取x∉A,
即x∈X-A,则X-A 包含x 的一个邻域C,C⊂X-A,所以A=X-(X-A)⊂X-C,而X-C为有限集,故A
为有限集,与假设矛盾,故A 不是闭子集。所以(X*,τ*)不是T*空间。从而定理1的逆定理不一定成立。
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3T*与T112等价的一个充要条件

引理4[4] 若拓扑空间(X,τ)满足第一可数公理,则X 是T*空间当且仅当X 是T2 空间。
定理2 若X 是T112

空间且满足第一可数公理,则X 是T2 空间。
证明 假设X 不是T2 空间,则存在x,y∈X 且x≠y,使得∀u∈ux,v∈vy,u∩v≠∅,(其中ux,vy 分别是

x,y的邻域系)。因为X 满足第一可数公理,则∃x的一个可数邻域基u1,u2,…,un,…,使得∀n∈Z+,un+1⊂un,
且有y的一个可数领域基v1,v2,…,vn,…,使得∀n∈Z+,vn+1⊂vn,对每一个n∈Z+,可取一点xn∈un∩vn,显
然{xn}既收敛于x,也收敛于y,这与X 是T112

空间矛盾,故X 是T2 空间。 证毕

推论2 若拓扑空间(X,τ)满足第一可数公理,则X 是T112
空间当且仅当X 是T2 空间。

定理3 若拓扑空间(X,τ)满足第一可数公理,则X 是T*空间当且仅当X 是T112
空间。

定理3由引理4及推论2可证。

4T*空间的性质

引理5 设X,Y 是拓扑空间,f:X→Y 是同胚映射,如果A 是Y 的一个紧子集,则f-1(A)是X 的紧子集。
证明 设U 是f-1(A)的一个覆盖,它由X 中的开集组成,对于每一个u∈U,由f 是同胚映射,则f(u)=

(f-1)-1(u)是Y 中的一个开集,由f-1(A)⊂∪
u∈U

u,故∪
u∈U

f(u)=f(∪
u∈U

u)⊃f(f-1(A))⊃A,所以B={f(u)|u∈

U}是A 的一个开覆盖,由于A 是Y 的一个紧子集,所以B 有一个有限子族,设为{f(u1),f(u2),…,f(un)}且覆

盖A,由于f(u1)∪f(u2)∪…∪f(un)=f(u1∪u2∪…∪un)⊃A,所以f-1(f(u1∪u2∪…∪un))⊃f-1(A),因
此,{u1,u2,…,un}是U 的一个子族且覆盖f-1(A),故f-1(A)是X 的紧子集。 证毕

定理4 T*拓扑空间是可遗传的。
证明 设(X,τ)是T*拓扑空间,A 是X 的子空间,对任意紧子集B⊂A⊂X,由于X 是T*空间,故紧子集B

是闭集,因此,T*拓扑空间是可遗传的。 证毕

定理5 T*空间是拓扑不变的,即X,Y 是拓扑空间,f:X→Y 是同胚映射,若X 是T*空间,则Y 也是T*

空间。
证明 假设紧子集A⊂Y 是开集,由于f是同胚映射,所以,f-1(A)是X 的开集,由引理5可得,f-1(A)是

紧子集。又由于X 是T*空间,故f-1(A)是闭子集,矛盾,故A 是闭集,则Y 也是T*空间。 证毕

乘积性在拓扑空间中也是讨论的热点,因此有必要讨论T*空间的乘积性,但两个T*空间的积空间未必是

T*空间。首先给出一个引理,接着举出一个反例。
引理6 设X 是T*空间,若X×X 是T*空间,则X的任何紧子集是T2 的。
证明 设A⊂X 的紧子集,则ΔA={(x,x)|x∈A}与A 同胚,因此ΔA 是X×X 的紧子集,由于X×X 是T*

空间,故ΔA 是X×X 中的闭子集,则(x,y)∈A×A-ΔA 有一邻域C 使C∩ΔA=∅,由积空间拓扑的定义,依次

由x,y的邻域u 及v,使u∩v⊂C,故(u∩v)∩ΔA=∅,即u∩v=∅,故A 是T2 的。 证毕

例3 令Q*=Q∪{∞}为有理数Q 的一点紧化,即Q*的拓扑τ*=τ∪{U⊂Q*|∞∈U 且Q\U 是(Q,τ)中

的闭紧子集},其中τ是空间Q 上的拓扑,由文献[7]可知,Q*为T*空间但不是T2 的,而Q*是T*空间,由引理

6得,Q*×Q*不是T*空间。
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OntheEquivalenceofT*TopologicalSpaceandItsRelatedProperties

DANJianjun,JINYuguang
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Onthebasisoftheexistingliterature,T*topologicalspaceisdiscussed.First,therelationshipbetweenT*andT112is

discussed:T*⇒T112,andacounterexampleshowsthatinverseisnotestablished.Thengivesasufficientandnecessaryconditionof

T*toT112equivalent,namely,ifthetopologicalspace X,( )τ satisfiesthefirstaxiomofcountability,XisT*spaceifandonlyifX

isT112space.Finally,thepropertiesofT
*topologicalspacesarefurtherstudied,namely,hereditaryproperties,topologicalinvari-

ance,butitdoesnotsatisfythefinitemultiplicativeproperty.
Keywords:topologyspace;T*topologicalspace;thefirstaxiomofcountability
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