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向量优化中改进集的一些拓扑性质
*
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摘要:改进集是研究向量优化问题的一个十分重要的工具。首先证明了改进集的有关拓扑闭包和拓扑内部的一些性质。

进一步,在改进集的条件下给出了拓扑向量空间中两个非空集合之和的拓扑内部与拓扑闭包的一些运算性质,并得到了

它的一些等价刻画。最后给出了一些具体的例子对主要结果进行了解释。
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向量优化问题研究需要利用一些基础的数学工具,如在目标空间偏导偏序关系的凸锥、集合的回收锥、凸集

和非凸集的分离定理等。文献[2-3,5-8]对凸锥的基本性质及其在向量优化中的应用进行了研究。近年来对向

量优化问题近似解的研究已成为热点研究方向之一,一些处理向量优化问题近似解的基本工具如改进集等相继

被提出。改进集和free-disposal集有着密切的联系。1959年,Debreu在文献[1]中首次提出了free-disposal集

的概念,并研究了它的一些应用。2011年,Chicco等人在文献[5]中给出了有限维空间中改进集的概念,而且获

得了改进集的一些性质。2012年,Gutiérrez等人在文献[6]中研究了一般拓扑向量空间中改进集的一些新性

质,并得到了它的等价刻画。其它一些研究结果见文献[2,6-8]等。
受文献[9-11]的启发,本文研究了向量优化中改进集拓扑内部和拓扑闭包的一些性质,并得到了它的一些等

价刻画。同时也给出了一些具体例子对所得结果进行解释。

1预备知识

本文设Y 是拓扑向量空间,Rn 是n 维欧几里得空间,Rn
+和Rn

++分别表示非负象限锥和正象限锥,A 是Y 中

的非空集合,clA,intA 分别表示A 的拓扑闭包和拓扑内部。
下面首先给出一些基本概念和引理。
定义1[1] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥,若非空集合E⊂Y 满足E+K=E,则称E 是关于K 的

free-disposal集。
定义2[5] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥,若非空集合E⊂Y 满足0∉E 且E+K=E,则称E 是关于

K 的改进集。
引理1[2] 设A⊂Y,B⊂Y 是两个非空集合,若intA≠∅,则intA+B⊂int(A+B)。
引理2[2] 设A⊂Y,B⊂Y 是两个非空集合,若intA≠∅,intB≠∅,则int(A+B)=intA+intB。
引理3[6] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥,若E⊂Y 是关于K 的改进集,则:1)int(clE)=intE;

2)clE=clE+K。
引理4[3] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥。E⊂Y 是非空集合,则:1)int(cl(E+K))=E+intK;

2)cl(E+K)=cl(E+intK)。
引理5[7] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥。E⊂Y 是非空集合,且E是关于K 的改进集,则:1)intE=

E+intK;2)intE=clE+intK;3)intE=intE+K。
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引理6[9] 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥。E⊂Y 是非空集合,且E 是关于K 的改进集,则intE=
intE+intK。

2改进集的拓扑性质

下面研究拓扑向量空间中改进集的拓扑性,基于熊金城的结果[4],给出改进集的一些拓扑内部和拓扑闭包

性质。熊金城获得了下面结果[4]。
定理1 设Y 是一个拓扑空间,则对于任意E⊂Y 有:1)intE=int(intE);2)clE=cl(clE)。
下面利用改进集给出定理1的结论成立的一个新的充分条件。
定理2 设Y 是一个拓扑空间,K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥,E⊂Y 为关于K 的非空改进集,则:

1)int(E)=int(intE);2)clE=cl(clE)。
证明 1)由于E 是关于K 的改进集,根据引理5的结论3)可得intE=intE+K,从而intE 是关于K 的改

进集,再由引理3的结论1)可知:int(intE)=int(cl(intE))=int(clE)=intE。
2)由于E 是关于K 的改进集,根据引理3的结论2)可知clE=clE+K,从而clE 是关于K 的free-disposal

集,再由引理4的结论2)和引理5的结论2)有:
cl(clE)=cl(clE+K)=cl(clE+intK)=cl(intE)=clE。 证毕

杜青香在文献[9]中给出了下面结果:1)intE=intE+intK,2)intE=int(clE+K)=int(clK+ E)=
int(clE+clK)。在此基础上给出了一些关于改进集拓扑内部和拓扑闭包的一些等价刻画。

定理3 设K⊂Y 是具有非空拓扑内部的凸锥,E⊂Y 是非空集,若E 是关于K 的改进集,则:
intE=intE+clK。

证明 因为E 是关于K 的改进集,所以根据引理5的结论3)可得intE=intE+K⊂intE+clK;又因为K
是Y 中具有非空内部的凸锥,所以clK 也是Y 中具有非空拓扑内部的凸锥,再由引理5的结论3)得

intE+clK=int(E+clK)⊂int(clE+clK)⊂int(cl(E+K))=int(clE)=intE,
故结论成立。 证毕

注1 若E 不是关于K 的改进集,引理6和定理3不一定成立,下面例子可以说明这一点。
例1 设Y=R2,K=R2+,且E={(x,y)0≤x≤1,0≤y≤1},则:1)intE={(x,y)0<x<1,0<y<1},

intK=R2++,进而intE+intK=intK=R2++,显然intE≠intE+intK;2)intE={(x,y)0<x<1,0<y<1},
clK=R2+,进而intE+clK=R2+,显然intE≠intE+clK。

定理4 设E⊂Y 是非空集,且E 是关于K 的改进集,则:1)intE=int(intE+intK);2)intE=int(intE+K);
3)intE=int(E+intK);4)intE=int(clE+intK);5)intE=int(intE+clK)。

证明 只需证明1)和5)即可,其余类似可得。
结论1)的证明。因为E 是关于K 的改进集,所以由定理2的结论1)和引理6可得intE=int(intE)=

int(intE+intK)。
结论5)的证明。因为E 是关于K 的改进集,所以由定理2的结论1)和定理3可得intE=int(intE)=

int(intE+clK)。 证毕

注2 若E 不是关于K 的改进集,定理4不一定成立,下面例子可以说明这一点。
例2 令E={(x1,x2)x21+x22≤1,x1≥0,x2≥0}\{(0,0)}K=R2+。显然E 不是关于K 的改进集。此外:

intE={(x1,x2)x21+x22<1,x1>0,x2>0}\{(0,0)},intK=R2++,clK=K,
intE+intK={(x1,x2)x1>0,x2>0},intE+K={(x1,x2)x1>0,x2>0},
E+intK={(x1,x2)x1>0,x2>0},intE+clK={(x1,x2)x1>0,x2>0},

clE+intK={(x1,x2)x1>0,x2>0}。
故显然intE⊂intE+intK=intE+K=E+intK=intE+clK=clE+intK,即定理4的结论1)~5)不成立。
定理5 设K1⊂Y 和K2⊂Y 是两个凸锥且K1,K2 内部非空。若E1⊂Y,E2⊂Y 分别是关于K1,K2 的改

进集,则:1)int(E1+E2)=int(intE1+intE2);2)int(E1+E2)=int(intE1+E2);3)int(E1+E2)=int(intE1+clE2);
4)int(E1+E2)=int(E1+intE2);5)int(E1+E2)=int(E1+clE2);6)int(E1+E2)=int(clE1+E2);

7)int(E1+E2)=int(clE1+intE2);8)int(E1+E2)=int(clE1+clE2)。
证明 只需证明结论1)和结论8)即可,其余类似可得。
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结论1)的证明。因为E1 是关于K1 的改进集,则E1+K1=E1,又因E2 是关于K2 的改进集,则E2+K2=E2,
从而(E1+E2)+(K1+K2)=E1+E2。

根据引理2得int(K1+K2)=intK1+intK2,再根据定理1的结论1)得int(E1+E2)=int(int(E1+E2)),再
结合引理5的结论1)可得

int(intE1+intE2)=int(E1+intK1+E2+intK2)=int((E1+E2)+
(intK1+intK2))=int(int(E1+E2))=int(E1+E2)。

结论8)的证明。由题设可得E1+K1=E1,E2+K2=E2,从而(E1+E2)+(K1+K2)=E1+E2,因此由引理

4的结论1)和引理5的结论3)可得:
int(clE1+clE2)=int(cl(E1+K1)+cl(E2+K2))=int(cl(E1+K1))+

int(cl(E2+K2))=E1+intK1+E2+intK2=(E1+E2)+int(K1+K2)=int(E1+E2)。 证毕

注3 改进集和free-disposal集具有紧密的联系,可以证明free-disposal集也有类似于本文的相关结论。
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Abstract:Improvementsetsareanimportanttoolwithwhichtostudythevectoroptimizationproblems.Inthispaper,firstsome
propertiesoftopologicalclosuresandtopologicalinternaloftheimprovementsetareproved.Furthermore,someoperationalcharac-
terizationsoftopologicalclosuresandtopologicalinternalofsumfortwononemptysetsoperationsarepresentedbyusingimprove-
mentsetsintopologicalvectorspace,andsomeequivalentcharacterizationsareobtained.Inaddition,someexamplesaregiventoil-
lustrateourmainresults.
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