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摘要:一个群G被称为核(m)-群当且仅当对G的任意子群H,H∶HG 至多可以表示成m 个素数的乘积。证明了如果

有限群G是核(m)-群,那么G是可解群,且G的Fitting子群在G 中的指数至多是5个素数的乘积。进一步证明了如果

有限超可解群G是有限核(2)-群,且群G存在极小正规子群N 是阶为p3的初等交换子群,那么则存在素数p,q,使得G

有交换正规子群A 满足 G∶A |2pq,并且G至多只有4个互不同构的西洛子群不正规。
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1预备知识

设n是一个正整数,一个群G 被称为n-核群当且仅当对G 的任意子群H,H∶HG ≤n。其中 HG 是子群

H 在群G 中的核,即 H 在群G 中的所有共轭的交。文献[1]证明了如果局部有限群G 是n-群,则G 是交换群被

有限群的扩张。文献[2]进一步证明了局部有限群G 是n-核群则G 包含一个交换子群,其指数是与n有关的函

数。
文献[3-5]研究了有限n-核群,主要讨论了有限的p-核p-群,证明了一个有限p-群G 如果是p-核群,则当

p=2,G包含一个指数至多是16的交换正规子群,而当p≥3,则幂零类cl(G)≤3且G 包含一个指数至多是p2

的交换正规子群。文献[6]在有限p-群中继续提出公开研究问题,即研究有限的p2-核p-群。
对于一般的有限n-核群,对G 的任意子群H,文献[7]从 H∶HG 的素因子个数入手研究了有限的n-核群。

设m 是一个正整数,该文定义了一类核(m)-群,即 H∶HG 最多可以表示成m 个素数(可以是相同的素数)的
乘积。显然有限p-核p-群是有限核(1)-群。当m≥2时候,任意有限核(m-1)-群一定是有限核(m)-群。文献

[7]证明了:一个有限核(1)-群一定含有一个指数整除至多5个素数乘积的交换子群(这5个素数可以相同)。
本文主要研究有限核(2)-群,结论如下。
设有限群G 是有限核(2)-群,则G 是可解群,且G 的Fitting子群在G 中的指数至多是5个素数的乘积。

2主要结论及证明

由文献[7],可得下面的引理。
引理1 设群G 是有限核(m)-群,则:1)G 的任意子群与商群也是核(m)-群,特别地,当m≤2时候G 是可

解群;2)G 至多只有一个西洛子群不正规。
引理2 设有限群G 是有限核(2)-群,则G 任意极小正规子群N 是阶小于或者等于P3 的初等交换p-群,

p是素数。特别地,若 N =p3,则G 的西洛p-子群P 正规且存在G 的正子群M≤P 使得P=M×N。
证明 由于G 是可解群,因此N 是初等交换p-群。若 N ≥p4,则N 中存在群G 的阶是P3 的非正规子群

N1,又由G 是有限核(2)-群,则N1 的核阶大于或者等于p,矛盾。
由 N =p3 且是群G 的极小正规子群,则N 包含在群G 的任意的西洛p-子群P 中。设x∈P-N 且假设
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N∩<x>≠1,则可得<x>G=1。由G 是有限核(2)-群,于是o(x)≤p2。因此可得o(x)=p2。令子群 H=<x,N>,
则 H =p4。取 H 的一个极大子群 H1 并使得 H1≠N。再由 G 是有限核(2)-群,可得(H1)G≠1。若

(H1)G ≥p2,则易得p≤ (H1)G∩N ≤p2,与N 是极小正规子群相矛盾。若(H1)G 是p阶子群且(H1)G∩N=1,
则 H=(H1)G×N 是初等交换p-群,这与 x =p2 相矛盾。因此对任意x∈P-N,可得<x>∩N=1。

任意取N1≤N 是P 的阶为P2 的正规子群。令子群K=<x,N1>,x∈P-N。则K 的幂零类小于或者等于

2。由<X>∩N1=1可得 K =p2o(x)且N 不包含在K 中。于是 KG ≥o(x)。进一步若 KG >o(x),则p2≥
KG∩N ≥p,矛盾。因此 KG =o(x)。

下证KG 是循环群。由于N 不包含在KG 中且N 是极小正规子群,因此KG∩N=1。于是又可得K=KG×
N1。由K/N1 是循环群知K′≤N1,进一步得到K 是交换群。而K=KG×N1=<x,N1>,N1 中含有元x,由此

易得KG 是循环群。KG=<x1>,则<x,N>=<x1>∩N<G。从而进一步可得P◁G 且N≤Z(P),又存在n∈N 和

正整数l使得x=xl
1n,其中(l,p)=1。于是有<X>◁P。从而得到P 是Dedekind群。

上述证明表明了N∩

Ω

1(P)=1,其中特征子群

Ω

1(P)=<ap a∈P>。若P 是交换群,则P 的Frattini子群

Φ(P)=

Ω

1(P)P′=

Ω

1(P)。若P 非交换,则p=2且P=Q8×E2m,其中Q8 是8阶四元素群,E2m 是阶为2m 的

初等交换2-群。易得Φ(P)=Q′8=P′。假设Q8◁G,则P′◁G,即N∩P′=1。
反之,则 (Q8)G ≤4且Q′8≤(Q8)G。因此也可得N∩Φ(P)=1。设P 的子群M 满足

P/Φ(P)=M/Φ(P)×NΦ(P)/Φ(P),
则P=<M,N>=M×N。 证毕

定理1 设有限群G 是有限核(2)-群,则G 的Fitting子群在G 中的指数至多是5个素数的乘积。

证明 任意取素数p整除 G 。令P 是G 的西洛p-子群,则 P∶PG |p2。又G 是可解的,设H 是群G 的

一个Hallp′-子群,即子群P 在G 中的p-补子群。于是存在素数q,r使得 H∶HG 整除qr。显然PHG=P×
HG。

假设PG 中存在子群T 使得 T∶TG =p2,则对任意元h∈HG,令子群 H1=T<h>。易得核(H1)G=TG×
<h>G,因此<h>G=<h>。由此表明 HG 中所有子群是正规子群,因此PHG 是幂零群,而 G:PHG |p2qr。

若对所有的素数p|G ,群G 的西洛p-子群P 的核PG 的任意子群L,满足 L∶LG ≤p。不妨设存在子群

L1,使得 L1∶(L1)G =p。考虑子群PG×HG,对于任意子群S≤HG,易得等式(T1×S)G=(T1)G×SG。于是

存在素数t使得 S∶SG |t。由此表明 HG 是有限核(1)-群。由引理1,HG 中至多有一类西洛子群不正规。若

HG 中的所有西洛子群正规,则PG×HG 是幂零子群,且 G∶PGHG |p2qr。若 HG 中存在西洛子群不正规,不

妨假设素数t|HG 使得其西洛子群T 不正规,此时令T1 是 HG 的 Hall-t′子群,则PGTGT1 是幂零正规子群,

且 G∶PGTGT1|p2qrt。
若对所有的素数p|G ,都有群G 的西洛子群P 的核PG 的任意子群T 满足 T∶TG =1。由此易得群G

的Fitting子群F 是Dedekind群。令A 是群G 的极大交换正规子群,则A≤F。因此 F∶A ≤2。又A 的西洛

p-子群AP≤PG。因此易得 A 中所有子群正规。从而有G/CG(A)是交换群。假设CG(A)不等于 A。由于

CG(A)/A 是可解群,取A≤N≤CG(A)使得N/A 是包含在CG(A)/A 的一个G/A 的极小正规子群,则CG(A)/A
是阶小于或者等于阶为s3 的初等交换s-子群,其中s是素数。从而得到N 是群G 的正规幂零子群,因此N≤F。
又由 F∶A ≤2,于是可得 N∶A =2,即 N 是交换子群,矛盾。因此A=CG(A)。不妨假设p 是整除 G 的

最大素数,P 是西洛p-子群,则由G/A 交换可得PA◁G。显然A 的 Hallp′-子群Ap′是群G 的特征子群,且Ap′

中每个子群正规,于是得[Ap′,P]=1,即PA=Ap′×P。从而说明P◁G。在商群G/P 中,由于PA/P 的每一个

子群正规且G/PA 是交换群,令q可得整除 G/P 的最大素数,同样可得G/P 的西洛q-子群正规。因此可以得

到G 有西洛塔。设π(G)={p1,p2,…,pk}是 G 的素因子集合,其中pi<pi+1,1≤i≤k-1。若G 的西洛pk 子

群Pk 存在子群不正规,设 H=Pk,否则设i是最小的数使得群G 的西洛pi 子群Pi 中存在子群不正规,令 H=

PiPi+1…Pk,则易得 H◁G。令K 是H 在群G 中补子群,则 K∶KG |pj1pj2
,其中j1<i,j2<i。因此KGH=

KG×H。显然KG 至多是核(1)-群,即存在一个指数是素数的正规幂零子群K1,又(Pi)GPi+1…Pk 是幂零正规

子群,且 Pi∶(Pi)G |p2i。从而得到K1(Pi)GPi+1…Pk 是群G 的幂零正规子群,且该群在群G 中指数至多是5
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个素数的乘积。 证毕

推论1 设有限超可解群G 是有限核(2)-群,若群G 存在极小正规子群N是阶为p3 的初等交换子群,则存

在素数p,q,使得G 有交换正规子群A 满足 G∶A|2pq。
证明 由引理2,G 的西洛p-子群 P◁G。设 N=<a1>×<a2>×<a3>,其中ap

i=1,i=1,2,3,显然有

(<a1>×<a2>)G=1。设 H 是群G 的一个Hallp-子群。由定理1,HG 中所有子群是正规子群,且存在素数p,q
使得 G:PHG |pq。由引理2,p=M×N。又由引理2的证明可知,对任意x∈M,存在x1∈<x,N>使得x1▷G
且<x,N>=<x1>×N。因此存在子群 M,使得 M 中所有子群正规于G,即PHG=M×N×HG 是Dedekind群。

于是PHG 有交换子群A 满足 PHG∶A|2,故 G∶A|2pq。 证毕

推论2 设有限超可解群G 是有限核(2)-群,则G 至多只有4个互不同构的西洛子群不正规。
证明 由定理1,Fitting子群在G 中的指数至多是5个素数的乘积,由其证明可知至少有两个相同的素数,

因此Fitting子群在G 中的指数至多可以表示成4个互不相同的素数乘积。 证毕
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Abstract:AgroupGiscalledacore(m)-groupifandonlyif│H∶HG│isaproductofatmostmprimenumbersforeachsubgroup
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